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RESUMEN

En esta tesis se aplica la teoria APOE (Accidn-Proceso-Objeto-Esquema)
para estudiar como estudiantes de escuela secundaria pueden construir funcion
exponencial basandose en multiplicacion repetida. Para ello, se comenzo por
proponer un modelo, en término de las estructuras y mecanismos de APOE, que
los estudiantes podrian hacer para entender funciones exponenciales. Ese modelo,
que en APOE se llama descomposicion genética, se aplicd para disefiar
actividades pedagogicas con el fin de ayudar a que los estudiantes hagan las
construcciones propuestas. Luego de esto se implantaron las actividades con
estudiantes de una clase de precélculo en escuela secundaria. Siguiendo el
tratamiento, la descomposicion genética se puso a prueba por medio de entrevistas
semiestructuradas con ocho de los estudiantes del curso. Se buscaba contestar las
siguientes preguntas de investigacion: La descomposicidn genética que se
propone en esta tesis, ¢qué tan bien describe cémo los estudiantes entienden
funcién exponencial? De las construcciones mentales conjeturadas en la
descomposicion genética de funcién exponencial, ¢cuéles son las construcciones
que estudiantes de secundaria dan muestra de poder hacer y las que les causan
dificultad? Se hall6 que la descomposicion genética describe como los estudiantes
pueden construir un objeto (segin APOE) de funcion exponencial en los enteros.
Algunos estudiantes pudieron construir un proceso de funcién exponencial en los

numeros racionales. Este resultado extiende y mejora resultados previos en la



literatura. Usando actividades de aprendizaje, manipulativos, y tecnologia se
evidencid que los estudiantes pudieron desarrollar su entendimiento de funcion
exponencial basandose en multiplicacion repetida mediante el descubrimiento y
formulacion de conjeturas. Este estudio de tesis contribuye a entender como los
estudiantes pueden construir su entendimiento de las funciones exponenciales, y

cdémo ayudarles a hacer esto.

Palabras claves: APOE, Funcion Exponencial, Descomposicion Genética,

modelo RBC+C, Funcidn.
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CAPITULO |

Introduccion

Las funciones exponenciales y logaritmicas son conceptos importantes que
desempefian papeles cruciales en el modelaje de fenébmenos de crecimiento y
decrecimiento de cantidades, incluyendo crecimiento poblacional, desintegracion
radioactiva, interés compuesto, presion atmosférica, crecimiento logistico, Ley de
Enfriamiento de Newton, escalas musicales, escalas de pH, magnitud e intensidad
de terremotos, escalas de decibeles, y muchos otros fendmenos. Esto hace que su
estudio sea indispensable en cursos de matematicas, ciencias e ingenieria en la
universidad (Confrey & Smith, 1995; K. Weber, 2002; Berezovski, 2004;
Kenney, 2005; Watters & Watters, 2006; Williams, 2011; Ellis, Ozgurb, Kulowa,
Doganc & Amidon, 2016; Alagic & Palenz, 2016; C. Weber, 2016; DePierro &
Garafalo, 2018). Entender estas funciones les da mucha dificultad a los
estudiantes en Nivel Secundario y en la Universidad (Confrey & Smith, 1995; K.
Weber, 2002; Kenny, 2005; Alagic & Palenz, 2006; Davis, 2009; Ellis, Ozgurb,
Kulowa, Doganc & Amidon, 2016; C. Weber, 2016). Este estudio es una
“investigacion cualitativa” de la ensefianza y aprendizaje de la funcion
exponencial mediante un disefio de estudio de caso instrumental donde se hara
uso de la metodologia del experimento de disefio.

En este estudio se va a usar multiplicacion repetida para ayudar a que los

estudiantes construyan funcion exponencial, primero en los naturales, luego se



extiende a los enteros y finalmente a los racionales. Por otra parte, se usan fichas
de forma similar a Ferrari-Escold et al. (2017). Ademas, se usara una situacion en
contexto de cambio continuo, similar a Ellis et al. (2015, 2016).

Este capitulo estd segmentado en las siguientes secciones: Antecedentes
del Problema, Planteamiento del Problema, Importancia del Estudio, Paradigma, y
Definicion de conceptos principales.
1.1 Antecedentes del problema

Estudios tempranos sobre la ensefianza y aprendizaje de la funcién
exponencial incluyen a Confrey (1991), Confrey y Smith (1994, 1995). Ellos
observan que las funciones exponenciales tienen una rica variedad de formas
representativas, por ejemplo: diagramas de arbol, asi como el trio comun de
gréaficos, tablas, y ecuaciones. Proponen que el estudio de estas funciones requiere
que el estudiante se involucre profundamente en cuestiones de multiplicacion
repetida, observando como sucesiones aditivas de exponentes varian
conjuntamente con sucesiones multiplicativas de potencias. Mas tarde Weber
(2002) continda con el estudio de estas funciones, observando que hasta ese
momento habian pocas publicaciones tratando el tema e influenciando con su
estudio a multiples otros estudios que le siguieron (Ellis et al., 2016; Alagic &
Palenz, 2006; Davis, 2009; Prezmeg & Nenduardu, 2005; Strom, 2006; otros).
Weber se enfoca en el aspecto cognitivo de como una accion de multiplicacion

repetida puede dar paso a un proceso mental que permita al estudiante imaginar



tal multiplicacion sin tener que llevarla a cabo explicitamente. Otras
publicaciones como las de Ellis et al. (2015, 2016), Ferrari-Escola y Farfan (2016)
y Ferrari-Escold et al. (2017) han aportado ideas sobre las cuales construimos en
esta tesis.

Las pocas investigaciones sobre como los estudiantes pueden comprender
de forma adecuada los conceptos funciones exponenciales, y mas aun en el
contexto del entorno del estudiantado puertorriquefio (globo aerostéatico del
pueblo de Jayuya), motivé a desarrollar esta propuesta de investigacion. En esta
tesis estudiamos la ensefianza y aprendizaje de las funciones exponenciales en
estudiantes de secundaria. Para llevar a cabo la investigacion se ampliaron y
mejorararon las construcciones tedricas establecidas por Weber (2002). Se hizo
esto y se adaptd el acercamiento sugerido por Ferrari-Escold et al. (2016, 2017).
También se tuvieron en cuenta los resultados reportados por Ellis et al. (2015,
2016).

1.2 Planteamiento del problema

Este estudio que se llevo a cabo consistio en una investigacion cualitativa
mediante un disefio de estudio de caso instrumental donde se hizo uso de la
metodologia del experimento de disefio. Se examino principalmente: La

descomposicion genética (conjetura de construcciones mentales) que se propone



en esta tesis, ¢qué tan bién describe como los estudiantes entienden® funcion
exponencial? De las construcciones mentales conjeturadas en la descomposicion
genetica de funcion exponencial, ¢cuales son las construcciones que estudiantes
de secundaria dan muestra de poder hacer y las que les causan dificultad?

1.3 Importancia del estudio

En esta investigacion se utilizo el modelo de Hernandez (2014),
considerando cinco criterios (conveniencia, relevancia social, implicaciones
practicas, valor tedrico y utilidad metodologica) para evaluar la importancia
potencial de la investigacion. Las categorias seleccionadas para esta investigacion
son:

Conveniencia (¢ para qué sirve?)

Esta investigacion sirve para entender mejor como ayudar a que los
estudiantes entiendan las nociones de funciones exponenciales. Ademas, sirve
para investigar si el método de ensefianza ACE contribuye al mejor entendimiento
de los estudiantes.

Relevancia Social

El proyecto contribuye a la mejor preparacion de cientificos e ingenieros,

aportando asi al desarrollo de una economia basada en el conocimiento y por ende

a la sociedad en general. Se benefician estudiantes, futuros cientificos, técnicos,

1 Por “entender” queremos decir construir estructuras mentales de procesos u objetos, segun se
define en la teoria APOE.



fisicos, gedlogos, ingenieros, arquitectos y matematicos entre otras profesiones.
También se benefician profesores que ensefian estos topicos.
Implicaciones Précticas
Esta tesis, puede ayudar a que maestros de secundaria y universidad
adopten técnicas de ensefianza que mejor puedan ayudar a que sus estudiantes
entiendan funciones exponenciales. Ademas, esta tesis; como todo desarrollo en la
educacion de las ciencias y matematicas, puede contribuir a aumentar la cantidad
de cientificos, técnicos, ingenieros, y matematicos. Estas disciplinas pueden
contribuir a resolver una amplia gama de problemas practicos.
Valor Teorico
Esta tesis ayuda a entender y posiblemente afiadir lo qué seria un
componente sociocultural en la teoria APOE, una teoria que es mayormente
cognitiva. Esto se hara al analizar dialogos de grupos de estudiantes y la
interaccion entre maestro y estudiantes para tratar de analizar el entendimiento de
un colectivo.
Utilidad metodoldgica
La investigacién puede ayudar a estudiar el crecimiento del conocimiento
en interacciones entre estudiantes y de profesores con estudiantes dentro del
marco tedrico de APOE. Esto conlleva recoger y analizar informacién de
interacciones de grupo y de estudiantes con profesor en un contexto de un salén

de clase real. Previo a esta tesis, toda la data que se recogia y la metodologia para



analizarla con APOE era mediante entrevistas semiestructuras con estudiantes
individuales.
1.4 Paradigma

En el campo de la investigacion en educacion en matematicas hay lo que
se conoce como un “experimento de disefio.” Surge de insatisfaccion con la falta
de impacto que la investigacion en educacion en matematica tiene en la practica
educativa. Busca dar mayor relevancia practica a la investigacion en educacion
matematica. Esencialmente es el estudio cuidadoso de aproximaciones
progresivas a intervenciones ideales en el salon de clases. Tiene un componente
de “ingenieria didactica” donde el experimentador se sitlia en un entorno lo mas
natural posible y puede intervenir mas, cémo lo haria en un salon de clases (para
mas informacion ver Cobb, Confrey, diSessa, Lehrer, & Schauble (2002).

El experimento de disefio se hizo en el contexto del marco teérico APOE
cuyas ideas principales se discuten mas adelante.
1.5 Definicion de funcion exponencial

Funcion Exponencial

Sean a y b numeros reales. Una funcion exponencial en x es una funcién
que se puede expresar de la forma f(x) = a - b*, donde a es diferente de cero,

b>0yb+1.



CAPITULO II: REVISION DE FUENTES DE INFORMACION

Introduccion

En este capitulo se presenta el marco tedrico y una revision de fuentes de
informacidn relacionada con la teoria, el problema, y los factores bajo estudio en
esta investigacion. El tema de este estudio de investigacion es la ensefianza y
aprendizaje de las funciones exponenciales en estudiantes de secundaria. Por
medio de este proceso de revision de literatura, el investigador expone temas
relevantes que pueden ayudar a sostener y cimentar la investigacion que se llevo a
cabo.
2.1 Marco teorico

El marco tedrico de esta investigacion, estd fundamentada por tres teorias:
la teoria APOE fundamentada en la teoria epistemoldgica del conocimiento
basada en la idea de nocidn de abstraccion reflexiva de Piaget (1967/1971,
1974/1980, 1975/1985), la teoria zona de desarrollo proximo de Vygotsky (1978),
y la teoria sociocultural AiC (Abstraccidn en Contexto) que se describe y analiza
mediante su metodologia del modelo de acciones epistémicas (modelo RBC + C)
de Dreyfus, Hershkowits y Schwarz (2015).

2.1.1 Lateoria APOE

La Teoria APOE (Arnon et al., 2014) propone como se pueden aprender
los conceptos matematicos basado en el trabajo de la teoria de Piaget sobre la

abstraccion reflexiva en el aprendizaje en los nifios. La Teoria APOE propone un



modelo de lo que podria estar pasando en la mente de un individuo cuando esta
tratando de aprender un concepto matematico. Utiliza este modelo de
construcciones mentales del individuo para disefiar materiales didacticos. Por
otra parte, esta teoria se puede utilizar para evaluar los éxitos o fracasos de los
estudiantes al enfrentarse a un problema matematico.

El acronimo APOE se refiere a los componentes principales de la Teoria
de APOE, las etapas o estructuras mentales de Accion, Proceso, Objeto y
Esquema. En la teoria APOE, se parte de la idea de que la comprension
matematica de un concepto se inicia con la manipulacién de un objeto fisico o
mental para formar Acciones, de manera que la repeticion de esas manipulaciones
y la reflexion acerca de ellas permita que sean interiorizadas para formar Procesos
y los cuales pueden ser encapsulados para formar Objetos. Luego, Acciones,
Procesos, y Objetos se organizan en Esquemas. EI mecanismo que permite pasar
de una etapa a otra es la abstraccion reflexiva. Esta teoria considera que el
conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder ante
situaciones matematicas problematicas reflexionando sobre ellas en un contexto
social y construyendo y reconstruyendo acciones, procesos y objetos matematicos
y organizandolos en esquemas con el fin de manejar las situaciones.

La abstraccion reflexiva fue una de las ideas principales de Piaget, que la
considerd tanto el mecanismo principal para las construcciones mentales en el

desarrollo del pensamiento como el mecanismo por el cual todas las estructuras



I6gico-matematicas se desarrollan en la mente de un individuo. Con mucha
frecuencia Piaget reiterd en muchos contextos diferentes este punto de vista. Por
ejemplo, en relacion con el desarrollo del pensamiento, escribi6: “El desarrollo de
las estructuras cognitivas se debe a la abstraccion reflexiva...” (Piaget 1975/1985,
p.143). Con respecto a las matematicas, considerd que la abstraccion reflexiva es
el mecanismo mental por el cual se derivan todas las estructuras légico-
matematicas (Piaget 1967/1971) y escribié que ... [la abstraccion reflexiva] solo
apoya y anima la inmensa edificacion de la construccion l6gico- matematica”
(Piaget 1974/1980, p. 92).

Afirmaciones como las anteriores sobre el desarrollo de las ideas
matematicas fueron lo que primero atrajeron a Dubinsky a las ideas de Piaget
sobre la abstraccidn reflexiva y su aplicacion al pensamiento matematico. ¢Qué es
la abstraccidn reflexiva? En diversas publicaciones Piaget facilita la respuesta a la
pregunta, en dos partes. La primera parte implica la reflexion, en el sentido de la
conciencia y el pensamiento contemplativo, sobre lo que Piaget llamo contenido y
operaciones en ese contenido, y en el sentido de reflejar el contenido y las
operaciones desde un nivel o etapa cognitiva inferior a uno superior (es decir,
desde Acciones a Procesos). La segunda parte consiste en la reconstruccion y
reorganizacion del contenido y las operaciones en esta etapa superior que hace
que las operaciones se conviertan en contenido al que se pueden aplicar las

nuevas operaciones (de Procesos a Objetos; Piaget, 1973). Estos dos ejemplos
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llevaron a Dubinsky a creer que la abstraccion reflexiva podria ser una
herramienta poderosa para describir el desarrollo mental de conceptos
matematicos méas avanzados. Aunque Piaget no detall6 como se puede dar la
abstraccion reflexiva, el lector puede encontrar mas detalle en Simon, Tzur, Heinz
y Kinzel (2004), quienes se dieron a la tarea de explicitar el constructo.
Ahora describimos en més detalle las estructuras mentales del acrénimo APOE
(para mas informacion ver Arnon et al., 2014), asi como otras ideas importantes
de la teoria.
Accion

Una Accion es una transformacion de un objeto matematico que se percibe
como externa. Puede ser llevar a cabo un procedimiento de forma rigida siguiendo
instrucciones paso a paso o siguiendo instrucciones memorizadas. La Accion se
percibe como externa en el sentido de que esta relativamente desconectada de
otros conocimientos matematicos del individuo, de forma tal que éste no va a
poder justificar la Accién.

Proceso

Cuando se repite una accion y el individuo reflexiona sobre ella, puede ser
que realice la construccion mental denominada Proceso. En un Proceso, el
individuo puede pensar en realizar el mismo tipo de Accién, pero ya sin la
necesidad de estimulos externos. Un Proceso permite que el estudiante imagine la

transformacion matematica sin tener que llevarla a cabo explicitamente. El
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estudiante puede imaginar la transformacion, omitir pasos, y anticipar resultados.
Un Proceso implica que se han hecho conexiones significativas con otros
conocimientos matematicos y, como consecuencia, permite justificar y percibir el
Proceso como independiente de representacion. EI poder imaginar el Proceso sin
tener que llevarlo a cabo y anticipar resultados permite que el individuo tenga una
imagen dindmica del Proceso y como se lleva a cabo la transformacién
matematica. Diferentes Procesos se pueden coordinar y/o revertir para hacer
nuevos Procesos.
Objeto

Un Objeto se construye desde el momento en que el individuo se da
cuenta del Proceso como una totalidad y puede llevar a cabo, o imaginar llevar a
cabo, Acciones sobre esa totalidad. “En particular, los procesos son acciones
interiorizadas y los objetos mentales surgen debido a la aplicacion de acciones.
Nuevas acciones conducen al desarrollo de estructuras de orden superior. Por
ejemplo, en el caso de las funciones, realizar operaciones en ellas estimula su
encapsulacion como Objetos” (Arnon et al., 2014, p.20).

Esquema

Un Esquema para un cierto concepto matematico es una coleccion de
Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas que estan vinculados por algunos
principios generales para formar un marco en la mente del individuo que se puede

aplicar a una situacién problematica que involucra ese concepto (Dubinsky,
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1991). Este marco debe ser coherente en el sentido de que proporciona, explicita o
implicitamente, medios para determinar qué fendmenos estan en el alcance del
Esquema y cuales no.
Interiorizacion
La interiorizacion es el mecanismo que hace posible el cambio mental de
percibir una transformacion como accion a percibirla como proceso.

Una accion debe ser interiorizada. Como hemos dicho, esto significa
que se realiza alguna construccion interna relacionada con la accién. Una
accion interiorizada es un proceso. La interiorizacién permite que uno sea
consciente de una accion, reflexione sobre ella 'y la combine con otras
acciones. (Dubinsky 1991, p. 107).

Inversion
Dubinsky definié el mecanismo de inversion como revertir un proceso. Es

hacer un proceso hacia atras.
Encapsulacion
La encapsulacion ocurre cuando un individuo aplica una Accion a un
Proceso, es decir, ve una estructura dinamica (Proceso) como una estructura
estatica a la que se pueden aplicar Acciones. Dubinsky et al. (2005a) ofrecen la
siguiente explicacion:

Si uno se da cuenta del proceso como una totalidad, se da cuenta de que

las transformaciones pueden actuar sobre esa totalidad y en realidad pueden
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construir tales transformaciones (explicitamente o en la imaginacion de uno),
entonces decimos que el individuo ha encapsulado el proceso en un objeto
cognitivo. Para el concepto de funcién, la encapsulacion permite aplicar
transformaciones de funciones como formar un conjunto de funciones, definir
operaciones aritmeticas en dicho conjunto, equiparlo con una topologia, etc. (p.
339).
Relacion entre estructuras y mecanismos mentales

Las estructuras APOE y algunos de los mecanismos se ilustran en la
Figura 2, que muestra que las Acciones operan en Objetos; las acciones se
interiorizan en Procesos; los Procesos se encapsulan en Objetos; y los Objetos se
desencapsulan de nuevo a los Procesos de donde vinieron. Todo el sistema es

parte de un Esquema.

Esquema
Interiorizacion
Acciones
Procesos
Objetos
\ Encapsulacion jﬁ'emiﬁﬂ
coordinacion
Desencapsulacion

Figura 1. Teoria de APOE (basada en Asiala et al. 1996).
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Descomposicion Genética

“Una descomposicion genética es un modelo hipotético que describe las
estructuras mentales y los mecanismos que un estudiante podria necesitar para
aprender un concepto matematico especifico. Por lo general, comienza como una
hipdtesis basada en las experiencias de los investigadores en el aprendizaje y la
ensefianza del concepto, su conocimiento de la Teoria APOE, su conocimiento
matematico, la investigacion previamente publicada sobre el concepto y el
desarrollo historico del concepto. Hasta que se prueba experimentalmente, una
descomposicion genética es una hipotesis y se conoce como preliminar” (Arnon et
al., 2014, p.27-28).

En resumen, una descomposicién genética (DG) es una conjetura de
construcciones mentales que los estudiantes pueden hacer para comprender un
concepto matematico particular. Por otra parte, una DG no es una hipétesis Unica,
sino que es una posible hipotesis que se pondra a prueba de forma cientifica para
probar como un individuo puede entender o aprender un concepto matematico de
forma efectiva.

La (DG) se usa para desarrollar materiales pedagdgicos y se pone a prueba
analizando las respuestas de los estudiantes con diferentes instrumentos de
investigacion. Lo que generalmente sucede es que los estudiantes dan evidencia
de hacer algunas construcciones mentales inesperadas y también muestran

dificultades para usar algunas de las construcciones conjeturadas. Esto lleva a
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revisar la DG para que refleje lo que los estudiantes pueden realmente hacer y a
afiadir mas detalle en aquellas construcciones que causan dificultad. También
lleva a disefiar materiales para ayudar a que los estudiantes hagan las
construcciones conjeturadas, especialmente aquellas en que han mostrado
dificultad. La (DG) juega un rol principal en sugerir las intervenciones del
profesor en la discusién en clase y en el disefio de ejercicios.

Ensefianza utilizando el ciclo ACE

Segun, Arnon et al. (2014), la implementacién de la ensefianza utilizando
la teoria APOE se lleva a cabo usando el Ciclo de Ensefianza ACE, un enfoque
pedagdgico que apoya el desarrollo de las construcciones mentales requeridas por
la descomposicion genética.

“El Ciclo de Ensefianza de ACE es una estrategia pedagogica que consta
de tres componentes: (A) Actividades; (C) Discusion en clase; y (E) Ejercicios
para hacer en el hogar” (Arnon et al., 2014, p.58). Segun Arnon et al., (2014) en
la primera etapa del ciclo, se implementan las actividades de aprendizaje donde
los estudiantes en grupos comparten conocimientos en las tareas disefiadas con el
propdsito de que los estudiantes alcancen las construcciones mentales que fueron
conjeturadas en la DG. El objetivo de las actividades de aprendizaje es fomentar
la abstraccidn reflexiva y no soluciones mecanicas que pueden ser correctas en los

algoritmos. Lo anterior se puede lograr si los estudiantes son expuestos con mas
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frecuencia a distintos disefios de actividades de aprendizaje que promuevan un
razonamiento légico de un concepto estudiado.

Segun Arnon et al., (2014) la segunda fase del ciclo corresponde a la
discusion de las actividades y la interaccion en la discusion por parte del maestro
investigador en la clase una vez que los estudiantes hayan completado las
actividades en la fase “A”. El trabajo realizado por los estudiantes en las
actividades de aprendizaje y las discusiones en clase le brindara la oportunidad de
realizar una reflexion introspectiva sobre lo trabajado. Mediante la discusion
guiada por el maestro investigador este puede aprovechar la oportunidad para
presentarles definiciones de conceptos matematicos, explicar con mas detalles y
profundidad las actividades y a su vez presentar un enfoque general para
establecer relaciones sobre lo que presentaron y razonaron al trabajar las
actividades.

Segun Arnon et al., (2014) la tercera parte del ciclo consiste en la fase de
gjercicios para hacer en el hogar que consta de ejercicios de préactica disefiados
para reforzar o ampliar ain mas el dominio del contenido matematico cubierto en
las actividades de aprendizaje que fueron discutidas en clase por los estudiantes y
el maestro investigador. Los ejercicios de practica propician de forma continua el
desarrollo de las construcciones mentales que fueron conjeturadas en la DG. Los
ejercicios de practica les sirven de guia a los estudiantes para que puedan aplicar

los conocimientos de conceptos matematicos adquiridos en actividades de
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aprendizaje y a tomar en consideracion ideas o aportaciones matematicas
relacionadas a los conceptos matematicos que aportaron de forma cooperativa los
participantes del grupo.

El Ciclo ACE y su relacion con la descomposicion genética se ilustran en

la Figura 3.

Descomposicion Genética

Actividades «—  » Discusion en Clase

Ejercicios

Figura 2. Relacion entre el ciclo de ensefianza ACE y una descomposicion
genética (Arnon et al., 2014, p.58).

La flecha desde la descomposicion genética que se dirige a los cuadros de
las fases del cilo ACE ilustra que la DG afecta cada componente del ciclo de
ensefianza ACE. La flecha bidireccional entre Actividades y Discusion en la sala
de clases muestra que, las actividades son una de las herramientas principales para
fomentar la discusion en la clase y por otra parte, que la discusién en la sala de
clase les brinda una oportunidad para que cada estudiante lleve a cabo una
reflexion introspectiva sobre lo aprendido en las actividades. Las flechas a los

Ejercicios de Actividades y Discusion en la sala de clases ilustran el objetivo
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principal de la fase de ejercicios para hacer en el hogar, que consiste en propiciar
en los estudiantes un refuerzo en las construcciones mentales que estos han
desarrollado o estan en proceso de desarrollar durante el trabajo realizado en las
actividades y su participacion durante la discusion de estas en la sala de clases.
(Arnon et al., 2014).
La no linealidad de una descomposicidn genéticay la
construccién de un concepto matematico

Dubinsky (1991) plante6 que la construccion de un concepto matematico
no es lineal. Sin embargo, la construccion mental de un concepto matematico al
ser descrita mediante la teoria APOE se presenta de forma jerarquica. La
construccién mental de un concepto matematico dependera de las conexiones que
el individuo pueda llevar a cabo mediante las estructuras mentales basicas o
avanzadas que posea.

Arnon et al., (2014) enfatizaron que una DG no necesariamente refleja las
diferentes trayectorias que un estudiante puede llevar a cabo para aprender el
concepto matematico. Ellos argumentaron que las descripciones que se hacen en
la DG no reflejan la posibilidad de diferentes trayectorias que incluyen arranques,
paradas y discontinuidades que pueden ocurrir en el aprendizaje de un concepto
matematico. Los autores enfatizaron que la teoria APOE no descarta las
posibilidades de que un individuo una vez haya desarrollado las estructuras

mentales para la construccion de un concepto matematico, no siempre este las va



19

a aplicar cuando se le requiera en una actividad de aprendizaje. El individuo las
puede aplicar en diferentes episodios en distinto orden.

La teoria APOE reconoce gue un estudiante puede seguir diferentes
caminos de aprendizaje o seguir diferentes trayectorias. A pesar de las diferencias
individuales, una descomposicion genetica describe las estructuras que un
estudiante puede construir en su aprendizaje de un concepto.

Ciclos de investigacion en APOE

Los ciclos de investigacion y el refinamiento de una descomposicién
genética (DG) mediante la construccidn y el perfeccionamiento de actividades de
aprendizaje son fundamentales en la metodologia de investigacion de la teoria
APOE. A traveés de los ciclos se va refinando un modelo inicial sobre las
construcciones mentales que puede realizar un individuo de un concepto
matematico (DG). Las actividades que se utilizaran para poner a prueba la DG se
ajustaran a las necesidades de los estudiantes para que puedan alcanzar los
Procesos conjeturados en la DG.

La investigacion comienza en la teoria APOE con una conjetura
preliminar (DG1) en un primer ciclo de las construcciones mentales que los
estudiantes pueden llevar a cabo para comprender un concepto matematico. La
conjetura de la (DG1) se puede basar en la experiencia de un maestro
investigador, cualquier data que esté disponible, y los resultados de estudios de

otros investigadores en la sala de clases sobre un concepto matematico. La (DG1)
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0 conjetura en un primer ciclo en la teoria APOE se puede poner a prueba
mediante las entrevistas semi-estructuradas (EE1) que se hacen a los estudiantes
participantes en el primer ciclo de un estudio. Segun los investigadores Martinez-
Planell & Trigueros (2019), lo que cominmente ocurre es que los estudiantes en
el ciclo de investigacion facilitaran evidencias de haber realizados construcciones
mentales inesperadas y por otra parte pueden dar evidencia de las dificultades que
confrontaron para desarrollar o alcanzar algunas de las construcciones
conjeturadas. Esta metodologia permite el refinamiento de la DG (DG2) en un
segundo ciclo de investigacion en la teoria APOE, para modificar las conjeturas
previas de forma tal que puedan facilitar mejor las construcciones mentales que
los estudiantes pueden hacer sobre un concepto matematico. La DG refinada
(DG2) que se pondra a prueba en un segundo ciclo de investigacion servira de
guia para el disefio de las actividades de aprendizaje de los estudiantes (DMD?2)
para ayudarlos a hacer las construcciones mentales donde han presentado
dificultades en el ciclo 1.

Lo antes expuesto explica en detalles el final de un ciclo de investigacion
en la teoria APOE y a su vez el comienzo de un siguiente segundo ciclo y
posiblemente mas ciclos de investigacion hasta poder alcanzar la estabilidad en
las construcciones mentales de los estudiantes de un concepto matematico (ver

Figura 3).
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Estabilidad

DMD1

. . ; DG = Descomposicion Genética
Estudio Preliminar (Ciclo 1)

Estudio de Tesis (Ciclo 2)

DMD = Desarrollo de Materiales Didacticos
EE = Entrevistas semiestructuradas a Estudiantes
Figura 3. Ciclos de investigacion en APOE

Finalmente, con la continuacion de las interacciones de estos ciclos de
investigacion se obtendra una DG que serd estable. Esto quiere decir que no se
pueden esperar refinamientos que sean significativos de estudios de investigacién
posteriores de tal manera que esta sirva para predecir las construcciones mentales
que los estudiantes pueden hacer para comprender un concepto matematico y a su
vez la misma servird como guia para la ensefianza del concepto matematico.

Esta tesis correspondera a un segundo ciclo de investigacion con APOE.

2.1.2 Teoria de zona de desarrollo préximo de Lev Semionovitch
Vigotsky

Vigotsky (1978), hace referencia que “Para llegar a una solucion del
problema es harto compleja. Consiste en dos salidas separadas, primero, la

relacion general entre aprendizaje y desarrollo; segundo los rasgos especificos de
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dicha relacion cuando los nifios alcanzan la edad escolar” (Vigotsky, 1978, p.
130). “Para poder elaborar las dimensiones de aprendizaje escolar, describiremos
a continuacion un nuevo concepto excepcionalmente importante, sin el cual no
puede resolverse el problema: la zona de desarrollo proximo” (Vigotsky, 1978, p.
131).

Vigotsky (1978), expone que “El nivel de desarrollo real caracteriza el
desarrollo mental retrospectivamente, mientras que la zona de desarrollo proximo
caracteriza el desarrollo mental prospectivamente. La zona de desarrollo proximo
proporciona a los psicélogos y educadores un instrumento mediante el cual
pueden comprender el curso interno del desarrollo. Utilizando este método
podemos tomar en consideracion no solo los ciclos y procesos de maduracion que
ya se han completado, sino también aquellos que se hallan en estado de
formacion, que estdn comenzando a madurar y a desarrollarse. Asi pues, la zona
de desarrollo proximo nos permite trazar el futuro inmediato del nifio, asi como su
estado evolutivo dinamico, sefialando no solo lo que ya ha sido completado
evolutivamente, sino también aquello que esta en curso de maduracion”
(Vigotsky, 1978, p. 134).

Vigotsky (1978), argumenta que “La zona de desarrollo proximo puede
convertirse en un concepto sumamente importante a lo que a la investigacion
evolutiva se refiere, un concepto susceptible de aumentar la efectividad y utilidad

de la aplicacion de diagnosticos de desarrollo mental en los problemas
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educacionales” (Vigotsky, 1978, p. 135). Vigotsky (1978), concluye que “Asi
pues, la nocidn de una zona de desarrollo proximo nos ayuda a presentar una
nueva férmula, a saber, que el “buen aprendizaje” es soélo aquel que precede al
desarrollo. Tales observaciones llevaron a Piaget a la conclusion de que la
comunicacion provoca la necesidad de examinar y confirmar los propios
pensamientos, proceso que es caracteristico del pensamiento adulto. Piaget ha
puesto de manifiesto que la cooperacion suministra las bases del desarrollo de
razonamiento moral del nifio. Lo que crea la zona del desarrollo préximo es un
rasgo esencial de aprendizaje; es decir, el aprendizaje despierta una serie de
procesos evolutivos internos capaces de operar solo cuando el nifio esta en
interaccion con las personas de su entorno y en cooperacion con algun semejante.
“Una vez se han internalizado estos procesos, se convierten en parte de los logros
evolutivos independientes del nino” (Vigotsky, 1978, p. 138). El proceso
evolutivo va al remolque del proceso de aprendizaje; convierte la zona de
desarrollo proximo.

Vigotsky planted que esta demostrado que las capacidades de un
estudiante ubicado en el mismo nivel de desarrollo mental para aprender guiado
por un maestro son totalmente diferentes entre cada uno de los estudiantes porque
estd comprobado que no todos los nifios tienen la misma edad mental, aunque su
edad cronoldgica sea la misma. Este planteamiento de Vigotsky en su teoria tiene

como consecuencia que el ritmo de aprendizaje de cada estudiante sea totalmente



24

distinto. Segun lo planteado en esta teoria puedo destacar que la cultura
matematica que tiene cada estudiante en una sala de clases es totalmente
diferente, aunque tengan la misma edad cronoldgica y estén ubicados en un
mismo nivel de ensefianza. Cada estudiante pudo haber sido educado en
ambientes distintos y con diferentes maestros de matematicas cuyas estrategias y
niveles de ensefianza de conceptos matematicos fueron distintos. Esta diferencia
entre edades mentales entre los estudiantes fue lo que Vigotsky llamo la zona de
desarrollo proximo. Vigotsky explica a través de su teoria que es la distancia que
hay entre el conocimiento que pudo desarrollar el estudiante a un nivel real
determinado por la capacidad que tuvo ese estudiante para poder resolver un
problema de forma independiente versus el desarrollo completo del aprendizaje
que puede obtener un estudiante mediante la resolucion de problemas bajo la
instruccion o mentoria de un maestro adulto o en grupos colaborativos con otros
comparieros de estudios méas capaces en el solucion de problemas.

La tercera teoria utilizada en esta investigacion es la Teoria AiC
(Abstraccion en Contexto) que se describe y analiza mediante el modelo de
acciones epistémicas (Modelo RBC + C) de Dreyfus et al. (2015).

2.1.3 Teoria sociocultural (Modelo de acciones epistémicas - Modelo
RBC + C) de Dreyfus et al. (2015)

Dreyfus, Hershkowits y Schwarz (2015) desarrollan la abstraccién en

contexto (AiC) como un marco tedrico para estudiar los procesos de los
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estudiantes de construir conocimiento matematico abstracto tal como ocurre en un
contexto que incluye componentes matematicos, curriculares y sociales
especificos, asi como un entorno de aprendizaje particular. La aparicion de
construcciones gue son nuevas para un estudiante se describe y analiza, de
acuerdo con AiC, mediante un modelo con tres acciones epistémicas observables:
“Reconocer”, “Construir-con” y “Construir” — el modelo RBC (del inglés:
“recognize”, “build”, “construct™). Si bien forma parte del marco teérico, el
modelo RBC también sirve como la principal herramienta metodologica de AiC.

Segun Dreyfus et al. (2015) en las salas de clases, la abstraccion a menudo
se lleva a cabo en pequefias comunidades de aprendizaje de dos a ocho
estudiantes por grupo. Por lo tanto, los autores en referencia se enfocan en grupos
pequefios, asi como en los estudiantes, y dos aspectos bidimencionales son parte
de los objetivos de su enfoque: por un lado, los autores observan los
conocimientos o significados de conceptos matematicos que comparten los
estudiantes de forma sociocultural para ellos tomar en consideracién que
estructuras mentales o mecanismos de aprendizaje utilizan estos para continuar
construyendo mas sus conocimientos sobre un concepto o topico matematico de
forma colaborativa (Hershkowitz et al. 2007).

AiC adopta los puntos de vista de la matematizacion vertical y el ascenso
al concreto y se basa en ellos para definir la abstraccién como un proceso de

reorganizacion vertical de algunas de las construcciones matematicas anteriores
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del alumno dentro de las matematicas y por medios matematicos para conducir a
una construccion que sea nueva para el alumno.

Segun Dreyfus et al. (2015), definen la teoria AiC como un modelo
tedrico-metodoldgico, segun el cual la aparicion de una nueva construccion se
describe y analiza mediante tres acciones epistémicas observables: “reconocer”
(R), “construir-con” (B) y “construir” (C). Reconocer tiene lugar cuando el
alumno reconoce gque una determinada construccién de conocimientos previos s
relevante para el problema que esta tratando. Construir con es una accion que
comprende la combinacion de constructos reconocidos, con el fin de lograr un
objetivo localizado, como actualizar una estrategia o justificacion o resolver un
problema. EI modelo sugiere Construir como la accién epistémica central de la
abstraccién matematica. La edificacidn consiste en ensamblar e integrar
construcciones anteriores por matematizacion vertical para producir una nueva
construccién. Se define a la primera vez que el aprendiz expresa la nueva
construccién. No se refiere a que la construccién va a estar libre y flexiblemente
disponible para el estudiante. Estar libre y flexiblemente disponible es parte de la
consolidacion del constructo, como se discutird mas adelante (Hershkowitz, R.,
Hadas, N., Dreyfus, T., & Schwarz, B., 2007).

“Consolidar” es un proceso interminable a través del cual los estudiantes
se dan cuenta si su construccion, el uso de la construcciéon, se vuelve més

inmediato y evidente, la confianza del estudiante en usar la construccion aumenta,



27

y el estudiante demuestra mas y mas flexibilidad al usar la construccion (Dreyfus
y Tsamir, 2004). La consolidacién de una construccion es probable que ocurra
siempre gue una construccion que surgio en una actividad se incorpore en otras
actividades, posiblemente en el curso de una accion de construccién adicional.
Estas actividades adicionales pueden conducir a nuevas construcciones. Por lo
tanto, la consolidacién conecta sucesivas acciones de construccion y esta
estrechamente relacionada con el disefio de secuencias de actividades.

En los procesos de abstraccion, las acciones epistémicas estan anidadas.
Las acciones C dependen de las acciones R y B; las acciones Ry B son lo
componentes basicos de la accion C; al mismo tiempo, la accién C es mas que la
coleccidn de todas las acciones R y B que componen la accion C, en el mismo
sentido que el todo es mas que la suma de sus partes. La accion C extrae su poder
de las conexiones matematicas, que unen estos blogues de construccion y los
convierten en una sola unidad. Es en este sentido que se dice que las acciones Ry
B son constitutivas y anidadas en la accion C. De manera similar, las acciones R
estan anidadas dentro de las acciones B, ya que “construir-con” una construccion
previa require reconocer esta construccion, al menos de manera implicita.
Ademas, una accion C de nivel inferior puede estar anidada en una mas global, si
la primera se realiza por el bien de la segunda. Estas acciones epistémicas
anidadas antes mencionadas se observan en las salas de clases y en las entrevistas

semiestructuradas que se les administran a los estudiantes en un estudio en las que
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se estudia la abstraccion. Dadas estas caracteristicas, los autores en referencia
Ilaman al modelo de abstraccion de acciones epistémicas dinamicamente anidadas
en contexto, mas simplemente el modelo RBC, o el modelo RBC + C usando la
segunda C para sefialar el importante papel de la consolidacion. Si se logra
adaptar el modelo RBC +C en APOE para ser usada como herramientas
metodoldgicas puede crear un nuevo instrumento para recolectar y analizar datos,
particularmente cuando se estudia el crecimiento de conocimiento a través de la
interaccion de individuos y no solamente un individuo aislado.

Si comparamos la metodologia RBC+C de la teoria Abstraccion en
Contexto (AiC) con la teoria APOE, “reconocer” (R) se refiere a que un individuo
reconoce o lleva a cabo acciones que tienen que ver con los prerrequisitos
conjeturados en una DG. “Construir-con” (“build"; B) lo interpretamos como
llevar a cabo Acciones que eventualmente puedan ser interiorizadas en un
Proceso. “Construir” (“construct”; C) es una actividad del individuo en la cual se
reconocen caracteristicas consistentes con un Proceso tales como: conversiones
(entre representaciones numeérica, tabular, verbal, algebraica, o grafica), generar
imagen dindmica, justificar, omitir pasos y anticipar resultados, revertir, o
coordinar, cuando la caracteristica aparece por primera vez. “Consolidar” (+C) es
cuando un individuo puede aplicar un Proceso ya construido en un contexto nuevo

(que puede ser un problema nuevo). O sea, cuando da evidencia de haber



29

encapsulado un Proceso y hacer acciones sobre él. Esto tiene que ver con la
construccién de Objetos.

2.1.4 Resumen

Haciendo un analisis de estas tres teorias (Figura 5) se inicia la descripcién
partiendo de la Teoria Epistemoldgica del conocimiento basada en la idea de
abstraccion reflexiva de Jean Piaget, que este considerd tanto el mecanismo
principal para las construcciones mentales en el desarrollo del pensamiento como
el mecanismo por el cual todas las estructuras l6gico — matematicas se desarrollan
en la mente de un individuo. Utilizando la nocion de abstraccion reflexiva,
Dubinsky propuso la teoria APOE para describir como las acciones son
interiorizadas en procesos que se encapsulan en objetos mentales, para,
finalmente, construir esquemas cognitivos mas sofisticados. La teoria de la zona
de desarrollo proximo de Vigotsky le facilita al maestro o investigador un
instrumento para este poder comprender el curso del aprendizaje interno que
puede estar desarrollando un estudiante cuando aprende un concepto matematico.
Lo antes expuesto se asemeja a la Teoria APOE porque un maestro o investigador
puede utilizar no sélo los ciclos y procesos de maduracion que ya un estudiante
haya completado sino aquellos que se encuentran en una etapa de formacion, que
estdn comenzando a madurar o a desarrollarse en los procesos de aprendizaje que
lleva a cabo un estudiante. Por ende, la zona de desarrollo proximo permite al

maestro o investigador trazar una proyeccion futura de aprendizaje del estudiante.
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Esto es similar a lo que expuso Dubinsky sobre el disefio de una Descomposicion
Genética (DG) de un concepto matematico, asi como la evolucién de un
aprendizaje dinamico, tomando en consideracion no solo aquel aprendizaje que ha
adquirido y completado por el estudiante de forma evolutiva, sino que también se
estara tomando en consideracion aquellos procesos mentales del aprendizaje de un
concepto que esta en curso para que sean madurados por el estudiante en otra
etapa siguiente.

Consono con lo que expone Vygotsky en su teoria de la zona de desarrollo
proximo, Piaget expone gue la ensefianza cooperativa entre un maestro y
estudiantes que han alcanzado el nivel maximo de aprendizaje para resolver un
problema sienta las bases de desarrollo moral del estudiante. Esto trae como
resultado que el aprendizaje en el estudiante vaya fomentando una serie de
procesos evolutivos de aprendizaje internos que son capaces de operar o
ejecutarse cuando el estudiante esta interactuando en cooperacion con un
compariero estudiante con dominio de contenido o destrezas de un concepto bajo
estudio o0 con grupos cooperativos de estudiantes en la sala de clases que puedan
ayudar al estudiante a reforzar el dominio de un concepto o destrezas bajo estudio.

La teoria AiC (Abstraccion en Contexto) es de gran utilidad en este
estudio porque se puede utilizar para estudiar la interaccion entre estudiante y el
profesor. Por otra parte, se puede utilizar esta teoria para estudiar la interaccién

entre estudiante y estudiante. EI mayor beneficio para este estudio del modelo de
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la teoria AiC es que permite integrar la teoria de Vygotsky (1978), Zona de
Desarrollo Proximo, a APOE.
En la Figura 4 se presenta un diagrama que recoge la interaccion de las

teorias con las variables de interés y su descripcion.

Teoria Cognitiva — Abstraccion Reflexiva
Piaget (1967/1971, 1974/1980, 1975/1985)

ernccidn

Teoria APOE Dubinskv (1984)

Zona de desarrollo préximo (ZDP)
Yygotski (1978)

Interionzacion
—— PROCESOS
tutor

Nivel - 7DP o Coordinacion
potencial e S Inversion

Generalizacion

Figura 4. Diagrama que recoge la interaccién de las teorias con las variables de
interés y su descripcion.

2.2 Literatura cientifica

Confrey y Smith (1994) investigan el entendimiento de funcion
exponencial basandose en la covariacion discreta, eso es, considerando tablas
donde las entradas cambian por “unidad” y las salidas correspondientes por una

“tasa” constante. Eso los lleva a una discusion epistemoldgica sobre la
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comprension de los conceptos tasa y unidad que se basa en maltiples enfoques. En
su estudio, Confrey y Smith (1994) se formularon dos conjeturas. La primera
conjetura se basé en que una tasa se puede entender de forma inicial como una
comparacion de unidad por unidad. La segunda se baso en que una unidad es la
relacion invariante entre un predecesor y su sucesor. Basandose en estas dos
conjeturas, los autores en referencia realizaron una descripcion de varias unidades
multiplicativas para luego proponer tres métodos diferentes para entender la tasa
de cambio en funciones exponenciales.

Confrey y Smith (1995) utilizaron la operacion multiplicativa primitiva
que llaman subdivision (“splitting”) y la vision de covariacion de funciones para
argumentar que la yuxtaposicién de secuencias aditivas y multiplicativas puede
conducir a un enfoque eficaz de funciones exponenciales. Ellos discuten la
"interpolacién en los mundos de contar y subdividir" para extender funciones
exponenciales de los nimeros enteros positivos a los numeros racionales. Sus
propuestas se reflejan en varios estudios posteriores que sugirieron la
construccién de una funcion exponencial a partir del razonamiento covariacional
discreto y acercandose al razonamiento covariacional continuo a medida que el
conjunto de exponentes se vuelve denso en la recta real.

K. Weber (2002) investig6 los modelos matematicos de funciones
exponenciales y logaritmicas. En ese articulo propuso una técnica de instruccion

alternativa disefiada para ensefiar a los estudiantes sobre exponentes y logaritmos
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y llevo a cabo un estudio piloto para probar la efectividad de esta instruccion.
Partiendo del trabajo tedrico de Dubinsky (1991) y Sfard (1991), postul6 un
conjunto de construcciones mentales que un alumno podria realizar para
comprender los conceptos de exponentes y logaritmos. Luego describid ejercicios
de computadora y de papel y lapiz para inducir a los estudiantes a hacer estas
construcciones. Present6 un estudio piloto que evalud la eficiencia de estos
gjercicios. Los estudiantes que recibieron la instruccion por medio del tratamiento
en el estudio superaron a los que recibieron instruccion tradicional en una
variedad de medidas que incluyeron realizar calculos basicos, recordar férmulas,
explicar por qué las reglas de exponentes y logaritmos son ciertas, y responder
preguntas conceptuales. Weber, sefiala que ha encontrado pocas investigaciones
sobre las funciones exponenciales y logaritmicas en la literatura de educacién
matematica.

Kenny (2005) investigd cémo los estudiantes universitarios interpretaban
la notacidn logaritmica y como estas interpretaciones informaban a los estudiantes
sobre las reglas para trabajar con ecuaciones logaritmicas. El autor en referencia
expuso que para que los estudiantes comprendan la notacion de funcion
logaritmica, estos tienen que ser capaz de interpretar los simbolos que utilizan
como expresion del objeto de un logaritmo y como una indicacion del proceso
necesario para trabajar con la funcién. Kenney (2005) hallé que los estudiantes a

menudo malinterpretan la notacion utilizada en funciones exponenciales y
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logaritmicas y se convierte en un obstaculo para su comprension conceptual de
estas funciones. Segun este autor, los estudiantes luchan por comprender el
concepto de funciones inversas y logaritmos y con los procedimientos para
resolver ecuaciones logaritmicas.

Garsow (2010) expuso en su disertacion que tanto Thompson (1994b), y
Confrey y Smith (1994, 1995) describen cémo se podria ensefiar a los estudiantes
a construir “formas de pensar” sobre el comportamiento exponencial coordinando
la covariacion de dos cantidades cambiantes. Confrey y Smith (1994) abogaron
por comenzar con cambios aditivos y multiplicativos discretos, mientras que
Thompson (1994b) abogo por comenzar con variacién continua. El estudio de
Garsow (2010) investigoé las cuestiones de como los estudiantes realmente
razonaban covariacionalmente y cuales fueron las consecuencias de su
razonamiento en las matematicas que involucran funciones exponenciales. El
propdsito del estudio de Garsow (2010), basado en un experimento de ensefianza,
fue identificar las operaciones de razonamiento covariacional que los estudiantes
usaban y las consecuencias de ese razonamiento para las matematicas que
implican un crecimiento exponencial. Como resultado de su estudio, Garsow
(2010) identificd dos formas de pensar sobre el cambio que difieren de la
dicotomia discreta/continua anterior: pensar en cambios completos “por pedazos”
(Chunky) o que se “ven los pedazos como un cambio suave” (Smooth) en

progreso. Garsow identifico cinco formas diferentes de entender el crecimiento
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exponencial: geométrico, compuesto, diferencial, arménico y estocastico. Basado
en los resultados de su estudio, Garsow sugirio que la comprensién profunda del
crecimiento exponencial no proviene del dominio de una sola forma de pensar,
sino de un cambio répido y fluido entre varias formas de pensar.

Ferrari-Escold, Martinez-Sierra y Méndez-Guevara (2016) se basaron en
las ideas de Confrey y Smith (1994, 1995) y Weber (2002) para disefiar
actividades que ayuden a los estudiantes a yuxtaponer una secuencia aditiva de
entradas (exponentes: 1, 2, ..., n ...) y una secuencia multiplicativa de salidas
(potencias de una base dada: b1, b?, ..., b™, ...) y pensar en la exponenciacion
como un Proceso. Ferrari-Escolé et al. (2016), utilizé conjuntos de tarjetas de la
forma? (n/y) donde n es un nimero entero positivo y, y y = 2", y donde podria
faltar y o n, y pidio a los estudiantes que las ordenaran, encontraran tarjetas
faltantes o porciones de tarjetas y encontraran una operacion entre pares de cartas
que daria como resultado otra carta del conjunto. Inspirados en el desarrollo

historico de los logaritmos, también sugirieron que los estudiantes pueden

. ) . y

2 Usaremos la notacion (n | y) para referirnos a una tarjeta de la forma donde nesun
n

exponente entero positivo y y es una potencia que puede estar (pero no esta) escrita en la

8
forma b", para alguna base b. Por ejemplo, I es una carta en el juego base 2.
3
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descubrir la operacion de multiplicar (la parte superior de dos cartas cualesquiera
(n/y)) sumando (la parte inferior de las cartas (n/y)) y dividir restando, lo que
conduce a las reglas de las funciones exponenciales y logaritmica. Al invertir lo
que se considera como variable independiente y dependientes (parte superior o
parte inferior de las tarjetas), los estudiantes pueden relacionar funciones
exponenciales con sus inversas logaritmicas. Sin embargo, no utilizaron estos
materiales para extender funciones exponenciales a los nimeros reales y asi
promover el razonamiento logaritmo — exponencial continuo, o para introducir
logaritmos.

Ellis, et al. (2016) establecieron que la educacion de los estudiantes en
cuanto a la comprension del crecimiento exponencial resulta ser desafiante. Los
autores en este estudio identificaron nuevos cambios para mejorar el aprendizaje
de los estudiantes; ellos presentaron la necesidad de comprender mejor que
estrategias de ensefianza puede fomentar el aprendizaje y la comprension del
crecimiento exponencial. Los autores plantearon que una trayectoria de
aprendizaje, que denominaron Exponential Growth Learning Trayectory (EGLT),
explicaba el aprendizaje y el razonamiento que llevaban a cabo los estudiantes en
un conjunto de actividades disefiadas para crear un entendimiento de crecimiento
exponencial como una relacién entre dos cantidades que cambian
covariacionalmente. En el estudio (Ellis, at al. 2016), presentaron la trayectoria de

aprendizaje de tres estudiantes mostrando como fueron progresando en su
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entendimiento de crecimiento exponencial. Los investigadores disefiaron una
situacién en contexto para que los estudiantes pudieran explorar dos cantidades
continuamente covariantes. En cuanto a las trayectorias individuales de los
estudiantes, los estudiantes comenzaron con razonamiento prefuncional. Los tres
estudiantes progresaron de manera similar en las etapas principales de la
trayectoria de aprendizaje; las diferencias individuales aparecieron en (a) el grado
en que los estudiantes podian participar en razonamiento de covariacion, y (b) la
prevalencia y el momento del desarrollo de razonamiento por correspondencia
(razonamiento basado en formulas). Segun Ellis et al. (2016), el progreso de los
estudiantes no reflejé el entendimiento que se suponia que las tareas provocarian,
pero los autores pudieron observar las perspectivas de covariacion y
correspondencia desarrollandose en conjunto. Basandose en los resultados de su
estudio, Ellis et al. (2016) sugirieron que la ubicacion de una exploracién de
crecimiento exponencial en un escenario en el que los estudiantes pueden
manipular cantidades continuamente covariantes en un entorno dindmico puede
fomentar su capacidad para coordinar el crecimiento multiplicativo en y con
crecimiento aditivo en x, un elemento clave para comprender la naturaleza del
crecimiento exponencial. Otro hallazgo del estudio fue que el pensamiento
covariacional temprano de los estudiantes precedio a su habilidad para desarrollar
reglas de correspondencia de forma y = f(x). Ellis, et al. (2016) expusieron que

EGLT ofrece una prueba de concepto de que incluso con una relativa falta de
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sofisticacion algebraica, los estudiantes de la escuela intermedia pueden
generalizar su comprension del crecimiento exponencial para ver b como una
cantidad de factores de b, incluso para valores no naturales de a. Los hallazgos de
los investigadores sugirieron que el razonamiento con cantidades covariantes es
un aspecto critico de la construccion de esta comprension particular del
crecimiento exponencial. Los investigadores en referencia utilizaron como
contexto para este estudio una planta de cactus que ellos llamaron el Jactus que
crecia exponencialmente como funcion del tiempo. Aunque el contexto de Jactus
introdujo algunas limitaciones, particularmente en términos de limitar el factor de
crecimiento a cuatro 0 menos para permitir nameros lo suficientemente pequefios
que se pudieran ajustar a las ventanas de las calculadoras de los estudiantes,
consideraron las restricciones aceptables porque el escenario de Jactus ofrecia un
contexto en qué estudiantes podrian tener un sentido significativo de exponentes
no naturales imaginando la altura de la planta que crece con el tiempo. Sin
embargo, la capacidad de los estudiantes de ver una imagen de una planta
creciendo sin problemas con el tiempo no significa que lograron un pensamiento
de variacién continua suave. Los autores concluyeron que los datos también
indicaron que los estudiantes al trabajar en contextos continuos no garantizaron
un razonamiento de forma continua.

Alagic y Palenz (2016), plantearon “que estudios recientes con estudiantes

de nivel secundario revelan un desafio en la instruccion para que los estudiantes
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puedan hacer cambios de estudiar representaciones lineales a representaciones
exponenciales y a su vez distinguir qué caracteristicas deben estar presentes para
que un conjunto de datos sea exponencial”. Las investigaciones reflejan que los
maestros entienden el crecimiento exponencial como una multiplicacion repetida,
pero luchan para relacionar esta comprension con el modelo matematico para
reconocer el crecimiento exponencial en situaciones naturales reales y para
generar reglas generales apropiadas de exponentes tales como: regla del producto
para exponentes, regla del cociente para exponentes y regla de la potencia para
exponentes (Davis, 2009; Prezmeg & Nenduardu, 2005; Strom, 2006, 2008).
Considerando otra poblacion, Davis (2009) plante6, que los futuros maestros que
participaron en su estudio presentaron limitaciones o dificultades para poder
anticipar que herramientas de apoyo necesitan los estudiantes para aprender sobre
las propiedades de las funciones exponenciales.

Para hacer que los logaritmos como nameros y operadores sean
significativos y, por lo tanto, mas accesibles para los alumnos, C. Weber (2016)
identificd en su estudio varios modelos basicos (Grundvorstellungen; vom Hofe &
Blum, 2016) para fomentar el aprendizaje de logaritmos. Para mejorar
tedricamente la accesibilidad del concepto logaritmico, la construccion de
“Grundvorstellungen” se combina con otra construccion tedrica, a saber, la de
operacionalidad y estructuralidad, que enfatiza la importancia de los enfoques

operativos en el aprendizaje de nuevos conceptos matematicos (Sfard 1991,
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2008). Despues de examinar varias conceptualizaciones de logaritmos y analizar
las dificultades de algunos estudiantes para graficar funciones logaritmicas,
Weber propuso cuatro modelos basicos con respecto a su poder explicativo para
graficar funciones logaritmicas: el uso de la historia, uso de lenguaje y
alternativas de notacion, calculo manual de logaritmos, uso de diferentes
conceptualizaciones y aplicaciones. Weber (2016) expuso que pocos de los
enfoques alternativos se han sometido a una evaluacion cuantitativa sistematica o
investigacion cualitativa, por lo que hay pocos datos empiricos sobre el
aprendizaje de los estudiantes a los que se les ensefid utilizando estos enfoques.
En resumen, C. Weber (2016) afirmé que la interaccion entre los cuatro modelos
basicos puede hacer que los logaritmos sean accesibles y fomentar la
comprension.

En otro articulo, C. Weber (2017) discutié que los logaritmos como
funciones difieren de los logaritmos como nimeros (por ejemplo, determinando
log, 1,024) u operadores (por ejemplo, utilizando logaritmos para manipular
expresiones y resolver ecuaciones), especialmente cuando se trata de ensefiar y
aprender (Confrey Smith, 1994).

Existen diversos estudios que reflejan un sinnimero de errores de célculo
gue cometen los estudiantes al llevar a cabo un razonamiento sobre expresiones o
funciones exponenciales y logaritmicas (Berezovski, 2004; Hoon, Singh y Ayop,

2010; Liang y Wood, 2005). Investigaciones mas recientes sobre este tema han
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trascendido mas alla del estudio de errores de calculo en los estudiantes y se han
enfocado en las dificultades conceptuales que presentan los estudiantes para
comprender este tema (Berezovski, 2004; Cangelosi, Madrid, Cooper, Olson &
Hartter, 2013; De Boock, van Dooren, Janssens, & Verschaffell, 2002; Liang &
Wood, 2005: Strom, 2006; Wood, 2005).

Gruver (2018) expuso que diversas investigaciones sobre el aprendizaje de
los estudiantes del concepto de logaritmos muestran que estos tienen dificultad
con la comprension de este topico. Los resultados del estudio que llevé a cabo
Gruver (2018) proporcion6 informacidn sobre cdmo abordar las dificultades que
se reportaron en estudios anteriores. El autor en referencia describié un nuevo
modelo que uso en su estudio: la recta numérica exponencial. Gruver propuso un
problema a los estudiantes participantes donde les presentd una tabla con distintos
eventos o periodos historicos representados en notacion cientifica y en notacién
decimal para que localizaran los eventos en una recta numérica. Los eventos iban
desde el Big Bang (hace aproximadamente 1.5 x 10 afios) hasta hoy en dia. Los
estudiantes realizaron varios intentos. En su primer intento, trataron de subdividir
la recta de forma lineal, o sea, en intervalos que representaban la misma cantidad
de tiempo. Luego de darse cuenta de que esto no les daba una soluccion
satisfactoria, utilizaron multiplicacion repetida para separar los intervalos de
tiempo en la recta numérica en multiplos de 10. Los estudiantes organizaron los

eventos en intervalos con marcas 10, 101, ... 1019; luego pensaron en como
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subdividir entre marcas para localizar cada fecha de cada evento o periodo. Luego
de intentar una subdivision lineal, por ejemplo, 10, 20, 30, ..., 100, se dieron
cuenta que podian usar multiplicacion repetida para obtener otra forma de
subdividir, por ejemplo, 1011, 1032, ... 101, 102. Los estudiantes se dieron
cuenta de que podian hacer esta subdivision entre marcas multiplicando por 10°1
que es la raiz décima de 10; de aqui pasaron a discutir como localizarian potencias
fraccionarias como por ejemplo 10%¢; de ahi observaron que el listado de los
eventos histéricos cambiaba linealmente (aditivamente), de uno en uno, mientras
que en la recta exponencial cambiaban exponencialmente (geométricamente)
multiplicando repetidamente por 10 (o por 10°! entre marcas). Luego de aqui
pasaron a discutir logaritmos (como nameros) para hacer otras localizaciones de
eventos en la recta exponencial. El objetivo principal de este experimento de
disefio fue ayudar a desarrollar el aprendizaje de los estudiantes sobre el concepto
logaritmo.

Con el nuevo modelo de Gruver en este estudio se abordaron tres
dificultades conceptuales. La primera dificultad conceptual, la diferenciacion
entre relaciones lineales y exponenciales, se trabajé directamente en el estudio
cuando los estudiantes exploraron la forma de subdividir los segmentos en la recta
numérica exponencial. La comunidad de aprendizaje también pudo progresar en
la segunda dificultad, que era dar sentido a los exponentes racionales. La tercera

dificultad lo fue interpretar un logaritmo como un nimero.
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Kuper & Carson (2020) se cuestionaron: ;Qué comprension y habilidades
de razonamiento desarrollan y usan los estudiantes durante una secuencia de
instruccion exponencial y logaritmica destinada a ayudarles a adquirir un
significado para la nocion de logaritmo? Para contestar esta pregunta los
investigadores llevaron a cabo dos experimentos de ensefianza (Steffe y
Thompson, 2000) consecutivos donde se concentraron en conocer el
razonamiento que llevaban a cabo los estudiantes a través de su trabajo realizado
en las actividades que fueron disefiadas para ayudarlos a entender logaritmos.
Kuper y Carson (2020) se centraron en el significado que transmite la funcion
logaritmica en contraste con la aplicacion de la definicién de Euler, que es un
enfoque tradicional que se lleva a cabo en los curriculos de Estados Unidos. Ellas,
esencialmente modifican la idea del Jactus (que ahora llaman Sparky) de Ellis et
al. (2016) introduciendo un lenguaje de n-plicar (tuplings) y periodos de n-
plicacién (tuppling periods) para ayudar a que el estudiante entienda la relacion
entre el mundo aditivo y el multiplicativo que se dan en las relaciones
exponenciales y logaritmicas. Su estudio es un experimento de disefio donde
proponen una trayectoria de aprendizaje basada en dos "entendimientos
fundamentales" (fundamental understandings): una n-plicacion seguida de una
m-plicacion es lo mismo que una nm-plicacion; el exponente x en un factor de

crecimiento b es el nimero de periodos de b-plicacion. Las autoras argumentan



que estos entendimientos fundamentales ayudan a que los estudiantes entiendan

logaritmos como numeros y asi como las propiedades de logaritmos.
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CAPITULO Ill: ACTIVIDADES Y METODOLOGIA
Introduccion

En este capitulo se describen las actividades y metodologia del estudio de
la tesis. Como es tipico de un estudio que se base en la teoria APOE, se comenzo
proponiendo una descomposicion genética (DG) preliminar. Luego se describen
materiales que, como parte de esta tesis, se desarrollaron para ayudar a que los
estudiantes hicieran las construcciones conjeturadas en la DG preliminar. Estos
materiales se usaron en un experimento de disefio con un grupo de estudiantes de
secundaria. Solamente consideramos actividades que se implementaron en la sala
de clases durante el estudio. Por motivos a contagios con Covid — 19 a causa de la
pandemia no se pudieron implementar otras actividades que fueron disefiadas. En
este capitulo también discutimos el grupo de estudiantes participantes de
secundaria. Los datos para evaluar el aprendizaje de los estudiantes se obtuvieron
usando grabaciones en audio del trabajo en grupo y las intervenciones del maestro
durante las reuniones que se llevaron a cabo durante el experimento de disefio, y
usando una entrevista semiestructurada cuando finalizé el experimento.

Este capitulo estd segmentado en las siguientes secciones: 3.1 DG para el
estudio de la tesis; 3.2 Actividades de aprendizaje; 3.3 Metodologia: disefio,
técnicas de recoleccion de informacion, descripcion de las técnicas, poblacion,
procedimientos, analisis; 3.4 Aspectos éticos; 3.5 Seleccion de los participantes

y plan de ejecucién.
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3.1. DG para el estudio de la tesis

La investigacion en APOE comienza estableciendo una descomposicion
genética. Esta es una conjetura preliminar que se usa para el disefio de actividades
y el analisis de datos. La DG se baso en mi experiencia como maestro y estudios
en la literatura, particularmente Weber (2002), Ferrari-Escola et al. (2016) y Ellis
et al. (2015, 2016). El primer ciclo de estudio o estudio preliminar se discute en
Diaz-Berrios y Martinez-Planell (2022).

Nuestra hipotesis es que el uso de actividades de ensefianza disefiadas en
base a la descomposicion genética de funciones exponenciales que se presenta en
la tesis, conjuntamente con la estrategia pedagogica ACE, permite que la mayoria
de los estudiantes obtengan un entendimiento profundo de estas funciones. Por
“entendimiento profundo” se quiere decir que la mayoria de los estudiantes van a
poder construir procesos de las funciones exponenciales, como definido en la
teoria APOE.

Comenzamos haciendo un listado de prerrequisitos que se asumia que
los estudiantes ya conocian antes de estudiar funciones exponenciales. Luego
de eso propusimos como hipdtesis que el estudiante usaria multiplicacion
repetida para construir la funcién exponencial, primero en los enteros
positivos, para luego, dividiendo repetidamente por el factor multiplicativo,
extender la funcion exponencial a cero y a los enteros negativos. Coordinando

funciones exponenciales en los enteros, con exponentes fraccionarios unitarios,
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y propiedades de exponentes el estudiante podria extender funcion exponencial
a los racionales. Parte de la hipotesis es que las actividades que se disefiaron de
acuerdo a esta DG ayudarian a que los estudiantes hicieran estas
construcciones.

La primera parte de la DG (conocimientos previos) trata de
exponenciacion. No pretendemos tener una DG que abarque todo sobre las

nociones de funciones exponenciales.

Conocimientos previos para revisar o construir

1. Se necesita un proceso de exponentes enteros positivos. Para enteros
positivos n y m, Acciones de expandirb”y b™ como un producto de
factores individuales b, y usar estas expansiones para explorar expresiones
de laforma b"b™, b" /b™y (b” )my tratar de encontrar formulas
correspondientes, se pueden interiorizar en un Proceso que permite a los
estudiantes imaginar que para un entero positivo n, multiplicar un nimero
b por si mismo n veces da como resultado b" y dar sentido a las
propiedades de los exponentes b"b™ =b™™ b /b™ =b" ",y (b”)m =b™.

2. Se necesita un Proceso de exponentes enteros. Acciones de explorar la
validez de las expresiones b"b™ =b™™, b" /b™ =b™™, para los casos
donde uno o0 ambos de n y/o m es cero, o donde m=-n (en la primera
expresion), m=n o0 m>n (en la segunda expresion) pueden

interiorizarse en un Proceso que permita justificar las definiciones
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b™ =1/b"y b® =1 en términos de extender las propiedades de los
exponentes positivos a los nimeros enteros. La necesidad de realizar
Acciones sobre el Proceso de exponentes enteros, por ejemplo, al construir
funcion exponencial, fomenta su encapsulacion en un Objeto de
exponentes enteros.

3. Se necesita un Proceso de potencias fraccionarias unitarias para permitir

que los estudiantes imaginen que para a >0, y n entero positivo, a*"

es
un nimero que multiplicado por si mismo n veces da como resultado a.
Para construir este Proceso: dado un numero positivo a y un entero
positivo (pequefio) n, la Accion de usar tecnologia de computacion para
tantear numéricamente o para analizar geométricamente (intersecando las
graficasde y=x"y y=a, por ejemplo) y encontrar o aproximar un
numero que al multiplicarse por si mismo n veces produce el nUmero dado
a, puede interiorizarse en un Proceso que permite al alumno imaginar y
anticipar la existencia de tales numeros. Otras Acciones de usar tecnologia
para calcular potencias fraccionarias unitarias, verificar que efectivamente
tengan la propiedad esperada y usarlas para resolver situaciones de
problemas contextuales pueden ayudar a los estudiantes a encapsular el

Proceso de potencias fraccionarias unitarias en un Objeto.

Funcion exponencial en los naturales (EN)
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La accion de ordenar y completar espacios en blanco en pares ordenados

correspondientes a una sucesion geométrica (n, sn) (es decir, donde s, =b" paran

un entero positivo, algunos b > 0, b=1, y donde s, podria no estar expresado
como una potencia), donde el factor multiplicativo comun o la base b se da verbal
o0 simbolicamente, o donde se dan dos términos consecutivos (n, sn) Y (N+1, Sn+1)
para permitir encontrar el factor multiplicativo b, se puede interiorizar en un
Proceso de multiplicacion repetida (MR) que permite imaginar que (n) crece
aritméticamente mientras que (sn) crece geométricamente, permite relacionar n

con s,, y reconocer n como el nimero de veces que la base b es multiplicada por

si misma. En este momento, es posible que el estudiante no sepa que n es un
exponente. Acciones de k-saltos a la derecha, es decir, completar algunos
términos de sucesiones de la forma (n, sn), (N+K, Sn+k), (N+2K, Sn+2k) ... para k
suficientemente grande que no es razonable hacer esto multiplicando
repetidamente por b, puede hacer evidente la necesidad de la notacion
exponencial y asi fomentar la coordinacion del Proceso de multiplicacion repetida
(MR) con un Proceso prerrequisito de exponentes enteros positivos para dar como
resultado un Proceso de funcidn exponencial en los naturales (EN), que permite
reconocer a n (en pares (n, Sn)) COMO un exponente.

Extension a los enteros (EZ)
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La accion de usar multiplicacion repetida para encontrar la parte que falta
en el par ordenado (0,?) de forma tal que complete un conjunto dado de pares

ordenados en una sucesion geométrica (1,s,), (2,s,), (3,;), ... mientras que

también hace que esta extension sea consistente con el Proceso de exponentes
enteros, se pueden interiorizar en un Proceso que extiende el Proceso de funcion
exponencial (FE) a cero. Acciones similares que extienden aun mas la funcion a
pares de la forma (—1,s_1), (—2,5_5),(—3,s_3) ... se pueden interiorizar en un
Proceso que extiende el Proceso de funcion exponencial en los naturales (EN)
para formar un Proceso de funcion exponencial en los enteros (EZ). En este
momento, el estudiante puede que no relacione los valores enteros negativos de n
con exponentes enteros negativos. Acciones de k-saltos a la izquierda, es decir,
completar algunos términos de sucesiones de la forma (n, sn), (N+K, sn+k), (N+2K,
Sn+2k), ... partiendo de cualquier n, para k lo suficientemente grande como para
que no sea razonable hacerlo dividiendo repetidamente por b, fomenta la
coordinacion de este Proceso (EZ) con el Proceso prerrequisito de exponentes
enteros para dar como resultado un Proceso, también Ilamado EZ, que reconoce
que un entero negativo n en un par (n,?) es un exponente y que el par se
completa de una manera consistente con propiedades de exponentes.
Extension a los nameros racionales (EQ)

El Proceso de multiplicacion repetida se coordina con un Proceso de

potencias fraccionarias unitarias mediante la aplicacion del primero al
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encapsulamiento del segundo, para producir un Proceso de potencias fraccionarias

1 m m
repetidas. Este proceso permite pensar en bY"p""...p"" como(b“) =b". La
—_—————

m veces
Accidn, que puede estar motivada por situaciones contextuales, que requieran que
dados nimeros a y ¢ con O <a<c Yy un entero positivo (pequefio) n, encontrar un
namero b tal que multiplicar a por b, n veces produce ¢, (c = ab™) puede
fomentar esta coordinacion. El proceso de potencias fraccionarias repetidas se
puede coordinar con el Proceso de funcidn exponencial en los enteros (EZ) para
formar un nuevo Proceso que extiende EZ para incluir exponentes fraccionarios.
3.2 Actividades de aprendizaje

Para el estudio de tesis, se desarrollé un conjunto de seis actividades de
aprendizaje para mejorar la comprension de los estudiantes de las funciones
exponenciales. El proposito del estudio de la tesis al implementar las actividades
de aprendizaje era ver si las actividades tenian éxito en ayudar a que los
estudiantes hicieran las construcciones mentales conjeturas en la DG. Los
resultados de la tesis permitieron refinar ain mas las conjeturas establecidas en la
DG. La informacion que se obtuvo permitio obtener mas informacion de los
prerrequisitos que los estudiantes pueden necesitar, mejorar las actividades a
usarse en futuros estudios, y establecer una descomposicion genética refinada a

usarse en futuros ciclos de investigacion.
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A causa de la pandemia, de las seis actividades de aprendizaje que se
disefiaron para recopilar los datos en este estudio se utilizaron cinco y cuatro de
ellas fueron editadas para que se pudieran implementar en un intervalo de tiempo
de 90 minutos.

Las actividades del estudio de la tesis se relacionaron con el contenido
cubierto en el curso de Precalculo, porque se estaban integrando a los tépicos de
Funciones Exponenciales y Logaritmicas del Programa de Nivel Avanzado del
curso de Precalculo en el Nivel Superior de una escuela privada en Puerto Rico.
Las actividades se realizaron utilizando un manipulativo como se muestra en la

Figura 8, con fichas que se asemejan una funcion como maquina.

Figura 5. Manipulativo Ficha Representacion Funcion como Maquina

27

De ahora en adelante esta ficha se va a denotar de la forma 3 |

En cuanto al disefio de las actividades de aprendizaje que se utilizaron
para probar las conjeturas establecidas en la DG sobre funciones exponenciales se

utilizaron estas fichas, como en Ferrari — Escola et al. (2016), donde la parte
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inferior de la tarjeta contenia el exponente y la parte superior una base elegida
elevada al exponente. En algunas actividades de aprendizaje sobre las funciones
exponenciales y logaritmicas se utilizé la calculadora grafica Tl — Nspire cx CAS.
Hubo diferentes juegos de fichas que se asemejaban a una “funciéon como
maquina” (ver Figura 8) correspondiendo a diversas bases.

A continuacion, damos un breve resumen de las actividades de aprendizaje
que se implementaron en el estudio. Algunas se editaron para que pudieran ser
implementadas en un intervalo de tiempo de 90 minutos aproximadamente. Las
actividades se incluyen en su totalidad en un apéndice.

En la actividad # O se repasé notacién exponencial.

En la actividad # 1 se les di0 a los estudiantes fichas (ver Figura 8) que
modelaban los datos de estimacidn de la altura en metros de un globo aerostatico

a medida que transcurre el tiempo de vuelo medido en minutos. Se les pidio a los
estudiantes que ordenaran y completaran las fichas. Una ficha como | | diria que

al transcurrir 3 minutos de vuelo (entrada) la altura de un globo aerostéatico era de
8 metros (salida). Se presentd el crecimiento exponencial como la multiplicacién
repetida por una constante (la base). Se presentaron tres ejemplos. En el primer
ejemplo la altura de la cesta de un globo aerostatico con respecto a la superficie
de la tierra se duplicaba cada minuto de vuelo (base 2). En el segundo ejemplo

tenian que hallar la base, que no era entero. En el tercer ejemplo la base era menor
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de 1 por lo que se tratd de un decrecimiento exponencial. Los ejemplos de la
primera actividad trataron de “moverse hacia la derecha y hacia la izquierda en
pasos unitarios”, como se describe en la DG. Luego de cada ejemplo los

estudiantes tenian que contestar varias preguntas de analisis.

Ejemplo 1

Altura del globo aerostatico en (metros) | 1 | 2 8 32 128 512

Tiempo de vuelo (minutos) 01123 5 |6|7 9 10 13 | 14
Ejemplo 2

Altura del globo aerostatico en (metros) | 4 | 4.32 | 4.67 | 5.04

Tiempo de vuelo (minutos) 01 2 3 415(6|7(18]9]10
Ejemplo 3

Altura del globo aerostatico | 1,724 | 1,206.8
en (metros)
Tiempo de vuelo (minutos) | 0 1 213|4|5(6|7|8|9|10|11|12|13

En la actividad # 2 se continud con el contexto de la estimacion de la altura
en metros de un globo aerostatico cuando transcurre el tiempo de vuelo medido en
minutos, en este caso, considerando el “moverse a la derecha en saltos”, como se
describe en la DG. Los estudiantes consideraron ejemplos como se muestran en las
siguientes tablas. En el ejemplo 1 se le dijo que el factor multiplicativo por minutos
de vuelo de la altura de un globo aerostatico era de 1.05. También se aclar6 que se
estaba trabajando con un modelo matematico, por lo que no deberia sorprenderlos

que obtuvieran salidas que no fueran enteros. En el segundo ejemplo, se les di6 la
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forma de computar el factor de crecimiento por minutos y luego se les pidio el

factor de crecimiento por horas de vuelo.

Ejemplo 1

Altura (metros) 16

Tiempo (minutos) | 0 1 |15 30 45 60 75 90
Ejemplo 2

Altura (metros) 17 | 18.19
Tiempo (minutos) | 0 | 1 7114|121 |28 35|42 |49

En la actividad # 3, todavia en el contexto de la estimacion de la altura en
metros de un globo aerostatico cuando transcurre el tiempo de vuelo medido en
minutos, se considero la porcion de la DG que trata de “moverse hacia la
izquierda en pasos unitarios” con el fin de extender la definicion de funcion
exponencial a cero y los enteros negativos. Para ello se consideraron fichas como
indican las siguientes tablas (donde la altura en metros de un globo aerostatico se

duplicaba a medida gue transcurria un minuto de vuelo):

Altura 384
(metros)
Tiempo 0 |12 |3 |4
(minutos)
Altura (metros) 24
Tiempo (minutos) | -3 | -2 |-11]0

Altura (metros) 48] 16
Tiempo (minutos) | -5 -4|-3|-2|-1|0|1|2]|3]| 4
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Luego de esto se incluyeron preguntas para reflexionar acerca de por qué
las propiedades de exponentes obligan a que b° tiene que ser 1y b* tiene que ser

1/b. Tambien se les di6 fichas donde tenian que “dar saltos a la izquierda” como:

Altura (metros) 474.76 4,233 | 5079.60
Tiempo (minutos) | 1 | 10 | 20 30 40 | 41 42 43

La actividad # 4 se disefi6 para repasar el concepto de notacion
funcional. No damos mas detalles de esta actividad porque no se implemento en la
sala de clases en el estudio ya que los estudiantes demostraron en las actividades #
1y # 2 tener nocién de notacion de funcion.

En la actividad # 5 se repasé exponentes fraccionarios unitarios y no
unitarios. Se comenzd con la idea de que el estudiante pudiera imaginar la
existencia de una potencia fraccionaria unitaria como el resultado de un proceso.
Se hizo esto con ayuda de la calculadora TI-nspire cx CAS con preguntas tales
como: ¢Qué numero positivo al multiplicarlo por si mismo nos da 7?

Luego de eso se intentd de que el estudiante pudiera entender a la
potencia % de un nimero b como un ndmero que multiplicado por si mismo n
veces produce b. Para ello se utilizaron preguntas tales como: En base a la forma
en que se definié la potencia 23 ¢qué debe ser la potencia 3i de un nimero? En sus
propias palabras, sin usar simbolos matematicos, explique qué es una potencia

1 ,
- de un ndmero.
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Se esperaba que el entendimiento verbal de potencias fraccionarias unitarias
facilitara al estudiante que pudiera trabajar problemas tales como: Completa la
sucesion de forma tal que la sucesion crezca siguiendo un patron de siempre
multiplicar por el mismo nimero 3, , ;9. Finalmente, antes de que la
pandemia interrumpiera la investigacion se pudo tratar el siguiente problema: Una
cantidad de bacterias crece exponencialmente. ¢Si cada tres dias la cantidad
presente se multiplica por 16, por cuanto se multiplica la cantidad cada dia?
Verifica tu respuesta.

3.3 Metodologia del estudio de tesis
3.3.1 Disefio

El estudio consistié en una investigacion cientifica en el cual se utilizo el
método de investigacion cualitativa para un experimento de disefio con un disefio
de estudio de caso instrumental.

Durante el afio escolar 2021-2022, se seleccion6 una escuela privada de
nivel superior en Puerto Rico y un maestro colaborador para que participara en el
estudio. Todos los nueve estudiantes de undécimo grado que estaban tomando el
curso de Precalculo aceptaron participar voluntariamente. Sin embargo, un
estudiante no culmind su participacion en todo el estudio. Los ocho estudiantes
que completaron su participacion en el estudio son los que llamaremos estudiantes

participantes del proyecto.
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Los nueve estudiantes voluntarios participaron en el conjunto de cinco
actividades distribuidas en 10 sesiones, cada sesion de 1.5 horas de duracion. La
implementacion de las actividades de aprendizaje tomo 15 horas que se
distribuyeron en tres semanas y media aproximadamente. La implementacion de
cada actividad de aprendizaje se realiz6 en 90 minutos del tiempo lectivo (1.5
horas) en un curso de Precélculo, que a su vez se dividio en dos intervalos de
tiempo. Los primeros 50 minutos fueron utilizados por los estudiantes para
realizar el trabajo y discusion del contenido de cada actividad de aprendizaje entre
pares o en grupos y los altimos 40 minutos fue el tiempo que utilizaron los
estudiantes y el maestro colaborador del estudio para la discusion de cada
actividad de aprendizaje en clase. Cuando finaliz6 la implementacion de todas las
actividades de ensefianza en la sala de clases se les administré una entrevista
semiestructurada a los estudiantes participantes del proyecto.

En las actividades, los estudiantes manipularon objetos fisicos y mentales
a través de preguntas orales, preguntas escritas que median conocimiento y
analisis, y preguntas que permitian la formulacion de conjeturas matematicas. El
disefio de las actividades de aprendizaje le facilitd al estudiante poder probar si las
conjeturas formuladas en las actividades fueron ciertas o falsas, permitiendole asi
poder construir al estudiante su propio conocimiento mediante la investigacion
utilizando el paradigma constructivista. Las actividades de aprendizaje se

elaboraron con materiales faciles de usar destinados a promover el razonamiento
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covariacional exponencial desde una perspectiva dindmica, centrada en la
simultaneidad de progresiones aritméticas y geométricas. Ademas, en estas
actividades de aprendizaje se estuvo integrando herramientas tecnoldgicas como
el uso de la calculadora grafica Tl — nspire cx CAS.

El maestro colaborador que dicto el curso de Precalculo en la escuela
superior privada de este estudio estuvo a cargo del proceso de administracion de
todas las actividades de ensefianza y ejercicios para hacer en el hogar. El
investigador principal prepar6 una guia instruccional para que el maestro
colaborador implementara las actividades disefiadas por el investigador de este
estudio y trabajo de cerca con éste para velar que las atividades se implantaran
como fueron disefiadas.

Antes de usarse, la entrevista semiestructurada, cinco actividades de
aprendizaje, y cinco hojas de trabajo (ejercicios de practica para hacer en el
hogar) se sometieron a un panel de tres expertos (Doctores y Profesores
Especialistas en Matematicas con especialidad en la ensefianza de contenido del
curso de Precalculo) donde establecieron la estabilidad y consistencia de los
instrumentos o las medidas. Estos expertos analizaron e hicieron una serie de
recomendaciones las cuales fueron tenidas en cuenta por el investigador y
aquellas que se consideraron se incorporaron; luego de completarse la revision de

las actividades de aprendizaje, se volvio a someter a los expertos. Al finalizar este
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procedimiento se validaron los instrumentos que se utilizaron en el estudio de
tesis.

3.3.2 Técnicas de recoleccion de informacion

Las técnicas de recoleccion de informacion que se utilizaron en el estudio
de tesis consistieron en: el trabajo escrito de los participantes en las cinco
actividades de aprendizaje, grabaciones de voz de la implementacion de las
actividades de ensefianza, y grabaciones de voz de la entrevista semiestructurada.
Todos los datos que se obtuvieron en esta tesis se manejaron y se manejan
conforme a los reglamentos de la universidad UIPR.

3.3.3 Descripcidn de las técnicas

Todos los nueve estudiantes de una seccién con la ayuda de la maestra se
dividieron en dos grupos de cuatro y cinco estudiantes que fueron reunidos para la
implementacidn de las actividades de aprendizaje. Las intervenciones entre el
maestro colaborador del estudio y estudiantes, asi como las discusiones entre los
estudiantes de cada subgrupo, fueron grabadas en audio por el investigador
principal. Se grab6 en audio a los estudiantes cuando estuvieron haciendo uso de
las fichas como manipulativos y cuando estaban desarrollando los procedimientos
mediante algoritmos en las hojas de papeles donde estaban impresas las preguntas
de las distintas actividades de aprendizaje. Para ello se utiliz6 una grabadora para
cada uno de los dos grupos de cuatro estudiantes. Se estuvo reuniendo a los

estudiantes participantes de cada sub — grupo en un periodo lectivo regular en que
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los estudiantes tomaban el curso de Precalculo. Las actividades de aprendizaje
fueron afadidas como parte de las estrategias académicas para lograr que los
estudiantes pudieran tener una mejor comprension de las funciones exponenciales.

Se recogid el trabajo escrito de cada grupo de cuatro estudiantes, luego de
la implementacion en la sala de clases de cada una de las cinco actividades de
ensefianza del estudio.

La técnica de recoleccion de informacion que se propuso requirié la
transcripcion de cada actividad de ensefianza. La observacion de la
implementacion de las actividades de ensefianza, las intervenciones entre el
maestro colaborador del estudio y estudiantes, asi como las discusiones entre los
estudiantes de cada grupo estuvieron a cargo del investigador principal.

Otra técnica de recoleccion de informacion en este estudio consistio en
una entrevista semiestructurada que administré el investigador principal. En la
investigacidn, como en la mayoria de las entrevistas semiestructuradas, el
entrevistador sigue un resumen de preguntas preparado de antemano.
Dependiendo de las respuestas de un grupo de estudiantes, el entrevistador podria
hacer preguntas de seguimiento. El entrevistador hace este tipo de preguntas para
buscar una aclaracion o para probar el pensamiento de un grupo de estudiantes
mas profundamente. Si estas preguntas no facilitaron respuestas suficientes, el
entrevistador pudo tomar una ruta mas didactica y dar una pista para ver, con un

poco de indicaciones, donde estaba el estudiante en términos de su progreso en la
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construccién de una construccién mental particular. Esta practica se alined con el
paradigma, donde el objetivo de una entrevista en particular y de la investigacion
en general basada en APOE no era organizar a los estudiantes en categorias, sino
determinar y explicar cdmo los individuos construian su comprension de los
conceptos matematicos. Este enfoque, que incluye preguntas de seguimiento y
pautas, permiti6 al entrevistador observar el proceso de construccion a medida
que se desarrollaba. Esto puede pensarse como una aplicacion de la nocion de
zona de desarrollo proximo introducida por Vygotsky (1978).

Cada entrevista durd aproximadamente una hora. La entrevista se grabé en
audio por el investigador principal. Se usan pseudonimos para los estudiantes. Las
entrevistas se transcribieron y luego de transcurrido el tiempo reglamentario se
borraran. La entrevista semiestructurada que se utilizo incluyé aspectos sobre
contenido matematico que permitieron deducir las estructuras mentales que cada
estudiante utiliz6 para desarrollar el razonamiento de las funciones exponenciales.
La entrevista fue cualitativa debido a que el informante tenia mas posibilidades de
expresion, lo cual conllevo a que se pudiera comprender mas sus puntos de vista,
actitudes, sentimientos, ideas, concepciones alternas, conocimientos, etc.; fue un
medio de hacer investigacion a profundidad (contrario al método de encuesta); las
preguntas que se hicieron fueron abiertas y las respuestas pudieron abrir mas
posibilidades de indagacion. La informacion obtenida de las entrevistas permitid

triangular con informacion suministrada por las preguntas de analisis contenidas
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en las hojas de trabajo de las actividades de aprendizaje, las observaciones
reflexivas, analisis de literatura cientifica y revision de fuentes de informacion.

Las entrevistas semiestructuradas y las observaciones reflexivas durante el
experimento de disefio contribuyeron a proveer informacion para estudiar si la
modificacion de estrategias de ensefianza pudo contribuir a un mejor
entendimiento de las funciones exponenciales, conocer cuales son las
construcciones mentales que hicieron los estudiantes y compararlas con las
conjeturadas en la DG preliminar. Todo esto nos ayudo a conocer cémo los
estudiantes de nivel superior de una escuela privada de Puerto Rico pudieron
llegar a entender las funciones exponenciales.

Durante esta investigacion se estudio si la variable dependiente, el
desarrollo del razonamiento de las funciones exponenciales, depende de la
variable independiente: la descomposicion genética y las actividades basadas
en ella.

3.3.4 Poblacion y Muestra

El maestro colaborador de la escuela superior privada invit6 a todos los
estudiantes de una de sus secciones de Precélculo a participar en el estudio. Para
ello les entreg0 los siguientes documentos: Documento de Consentimiento
Informado para Madres, Padres o Encargados de los Estudiantes y Documento de

Asentimiento Informado para Estudiantes. Todos los estudiantes completaron la
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informacion solicitada en ambos documentos y los entregaron firmados al maestro
colaborador.

3.3.5 Analisis

El método que se utilizo para trabajar con la informacion que se dispone
fue el andlisis de informacion cualitativa. Para analizar las actividades de
ensefianza se adaptd la metodologia RBC + C (Dreyfus et al., 2015) de la teoria
AiC (Abstraccion en Contexto) para que pudiera ser usada conjuntamente con la
teoria APOE. Para ello, primero se transcribieron las discusiones que se llevaron a
cabo durante las actividades de ensefianza, en las transcripciones se hicieron
anotaciones de entonacion segun se creyd necesario. Luego se escucharon las
grabaciones de audio y se afiadieron notas a las transcripciones, segun se estimo.
Después se recortaron las transcripciones eliminando intercambios que no
aportaron a la discusion, y se separaron en episodios. Los episodios se
determinaron por el contenido, aspectos cognitivos, o factores externos que
influenciaban el contenido o cognicion. En este contexto, por “cognicion”
queremos decir comportamiento consistente con un cambio en etapa o posible
nivel entre etapas de APOE. Luego, se examin0 cada episodio, buscando
evidencia de “reconocer” (primera vez que se menciona un prerequisito para
solucionar un problema), “construir con” (Acciones que contribuyan a construir
algin Proceso segun conjeturado en la DG o Acciones que no han sido

conjeturadas en la DG), “construir” (comportamiento consistente con alguna
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caracteristica de Proceso), y “consolidar” (evidencia de alguna Accién sobre lo
que previamente era un Proceso 0 Proceso parcial). Finalmente, se organizaron las

2% ¢¢

, “construir con

99 <¢

anotaciones de “reconocer , “‘construir”, y “consolidar” en una
tabla (ver Tabla 1), como sugerido en Dreyfus et al. (2015). Etapas mas avanzadas
del analisis, comparando construcciones de los estudiantes con lo conjeturado en

la DG, decidiendo cdmo mejorar la DG, y como mejorar las actividades para

ayudar a que los estudiantes entiendan funciones exponenciales, parten de aqui.

Tabla hipotética de acciones epistémicas observables (Actividades de
Aprendizaje) Subgrupos

Nombre | Declaracion Acciones Epistémicas
Observables
R B Cc +C

Tabla 1. Tabla hipotética de acciones epistémicas observables que se utiliz6 para
llevar a cabo el analisis de trabajo en grupo para adaptar la metodologia RBC+C
de la teoria sociocultural de Abstraccion en Contexto AiC a la teoria APOE.

Para analizar las entrevistas semiestructuradas se usé la metodologia usual
de APOE. Los pasos del analisis de la entrevista semiestructurada como método

que se llevaron a cabo se describen como sigue:
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1. Organize la transcripcion: La transcripcion esta organizada segun las respuestas
a las preguntas de cada uno de los seis problemas presentados en la entrevista que
facilité cada estudiante participante del proyecto.

2. Haga la tabla de contenido: (ver Tabla 2) cada fila en la tabla representaba a
cada estudiante participante del proyecto. En cada fila de la columna izquierda de
la tabla se registraba un pseudénimo para proteger la identidad de cada uno de los
ocho estudiantes participantes del proyecto. Las otras columnas restantes en la tabla
representaban cada uno de los seis problemas distintos presentados a los estudiantes
en la entrevista semiestructurada que fueron construidos segun lo conjeturado en la
DG. Los otros espacios en la tabla incluian las construcciones mentales que
evidencié cada estudiante participante del proyecto segln fue contestando cada una
de las seis preguntas de la entrevista semiestructurada.

3. Enumere los codigos: Se utilizaron como codigos las tres primeras letras del
acronimo de la Teoria APOE (“A”, Accion, “P”, Proceso-con su nombre segun la
DG, “0O”, Objeto-con su nombre) para identificar cada una de las estructuras
mentales que podian evidenciar los estudiantes participantes del proyecto alineadas
con cada codigo definido para representar las distintas conjeturas de construcciones
mentales que los estudiantes evidenciaron poder hacer segin la DG para

comprender el concepto funcién exponencial.



67

4. En relacion con la perspectiva tedrica: en este punto, la interpretacion de los
problemas se realiza a través del lente de la teoria APOE y el conjunto de las
estructuras mentales definidas en la DG.

5. Resumir el rendimiento utilizando codigos: Se compara el comportamiento de
los estudiantes entrevistados con lo conjeturado en la DG. Se sefialan aquellas
construcciones conjeturadas donde mostraron dificultad. Esto sugiere aspectos de
la DG que hay que detallar para ayudar a que los estudiantes hagan estas
construcciones. También se sefialan construcciones inesperadas de los estudiantes.
Esto puede sugerir revisar porciones de la DG para tomar en cuenta este
comportamiento observado. Se puede discutir el comportamiento de los estudiantes
que permanecieron en la etapa de Accidn y compararlo con el de los estudiantes

que alcanzaron etapas de Proceso y Obijeto.

Problema
6

Problema
5

Problema
4

Problema
3

Problema
2

Problema
1

Est.

Est.

Est.

Est.

Est.

Est.

Est.

Est.

N[OOI B W N~

Tabla 2. Tabla para llevar a cabo el analisis de las entrevistas semiestructuradas
individuales de cada estudiante participante en el estudio usando APOE.
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3.4 Aspectos éticos Certificacion CITI

Se hace referencia de aspectos ético. Certificacion CITI (Véase anexo 1).

3.5 Plan de ejecucion
Se hace referencia al cronograma de actividades anual que se utilizé para

desarrollar el estudio (\VVéase anexo 2).
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CAPITULO IV: RESULTADOS

Introduccion:

En este capitulo se presenta los resultados de las construcciones mentales
que los estudiantes pudieron realizar en el estudio segin definidas en la DG. Se
muestra un resumen detallado analizando las construcciones mentales que
realizaron los estudiantes participantes del estudio hasta encapsular algunas de
ellas en un Objeto seguin la teoria APOE. En el andlisis se discuten tres casos en
detalles. Estos tres casos ejemplifican el comportamiento de todos los estudiantes
participantes. Ademas, se muestra un resumen de las dificultades que tuvieron
algunos estudiantes con algunas construcciones mentales en particular segin lo
conjeturado en la DG.

4.1 Construccion de Objeto de funcion exponencial en los enteros y Proceso
en los racionales.

Presentaremos como primer ejemplo el caso de Anita.

Se le presentd a los estudiantes la siguiente situacion en contexto:
Suponga que en el pueblo de Ponce se proyecta que el factor multiplicativo o de
crecimiento de la altura de un globo aerostatico, es tal que la altura en metros se
duplica por minutos como muestran algunos de los datos del estudio. Ordena las
fichas utilizando los nimeros que se encuentran en la parte inferior de la ficha'y

encuentra un patron para completar los términos de las otras fichas que faltan.
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Altura del globo aerostatico en (metros) 12 8 32 128 512

Tiempo de vuelo (minutos) 0(1(2]3 5 6|7 9 10 13

14

Anita: ... Tenemos que velar que los de abajo (elementos de

entrada) estén en orden ... Encontramos un patrén ...

Anita: [Luego] Son también exponentes, por lo tanto, tratan de esta

misma idea de que el factor multiplicativo era 2 ... Verdad, de

menor a mayor vamos multiplicando por 2 ... Y de mayor a menor

¢(vamos?

Anita y Amara: Dividiendo entre 2.

Cuando Anita dice “Verdad, de menor a mayor vamos multiplicando por

2”, estd mostrando que puede imaginar la multiplicacién repetida sin tener que
llevarla a cabo explicitamente, lo cual es consistente con un Proceso de
multiplicacion repetida y cuando dice “son también exponentes” muestra
evidencia de relacionar exponenciacion con multiplicacion repetida. Esto le
permite a Anita coordinar el Proceso de multiplicacién repetida con un Proceso de
exponenciacion para construir un Proceso de funcion exponencial en los naturales
donde se reconocen a los elementos de entrada asociados al tiempo como
exponentes. En cambio, cuando Anita dice “y de mayor a menor jvamos? ...
dividiendo entre 2 podemos determinar que muestra evidencia consistente con un
Proceso de reversion de multiplicacién repetida. Que pueda revertir sugiere que

ha construido un Proceso de multiplicacion repetida.
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Anita resume el problema:
Maestra Colaboradora: ;Como ustedes identificaron el patron?
Anita: Porque la base es 2 y los elementos de entrada son los
exponentes a los cuales se tiene que elevar la base 2 ... El tiempo
(entrada) es el exponente que se le aplica a la base 2 ... Con ver
cuando el exponente es 1, el de salida es 2, indicando que la base
del exponente es 2 ... Los de abajo entrada, tiempo son los
exponentes y los de arriba son los resultados, o sea las alturas en

metros...

Esto muestra que, en el primer problema de la primera actividad, Anita
reconoce las entradas como exponentes. Ademas, parece estar coordinando un
Proceso de multiplicacion repetida con un proceso prerrequisito de
exponenciacion para construir el Proceso de funcién exponencial en los naturales,
como se indica en la DG.

Para argumentar que un estudiante construyd un Proceso hace falta
mostrar evidencia de diferentes problemas. La conceptualizacion de una nocién
matematica se clasifica considerando la tendencia general del estudiante al
trabajar en diferentes problemas que envuelven la nocién. A continuacion, se

muestran mas ejemplos. El siguiente viene de la entrevista.
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Investigador Principal: Una cantidad C crece exponencialmente,
triplicandose cada hora. En un momento inicial hay 15 kilos de la
cantidad ... ;Cuantos kilos va a haber 5 horas después? ...

Anita: Pues en esta situacion tenemos una cantidad C que a cada
hora se esta triplicando esa cantidad C original y entonces te dice
aqui que cuando comienza o inicia con 15 kilos ... Para poderlo
calcular asi después de 5 horas lo que yo haria es coger la cantidad
inicial que seria 15 y entonces lo multiplicarias con el nimero 3
que se estaria triplicando cada hora y entonces elevar luego eso a la
potencia 5.

Parece que Anita puede imaginar multiplicar repetidamente por tres (“lo
multiplicarias con el nimero 3 que se estaria triplicando cada hora”) y eso lo
expresa verbalmente en notacion exponencial. Esto es consistente con Proceso de
multiplicacidn repetida. También es consistente con una conceptualizacion de
Proceso ya que puede generar una imagen dindmica (“se estaria triplicando cada
hora”).

Se le presento a los estudiantes la siguiente situacion: Suponga que en el
pueblo de San Juan se proyecta un aumento en la altura en (metros) de un globo
aerostatico por minutos de vuelo, como predicen algunos de los datos que se
obtienen de un modelo matematico. Este modelo asume crecimiento exponencial

de la altura, o sea, asume que hay un factor multiplicativo constante de 1.75. Ordena
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las fichas en este tercer estudio y encuentra un patron para completar los términos
de las otras fichas. Los datos que se dan en la tabla han sido redondeados a dos
lugares decimales. ¢Podrias determinar los términos que faltan de las fichas y

escribirlos?

Altura (metros) | 3
Tiempo 0 5 10 15 20 25
(minutos)

Anita: ... Ok, te explico como fue que yo la encontré ...

Bésicamente, yo primero para poder verificar si era eso en la

manera en que yo estaba pensando hice todos los célculos

individuales que me dio a cierto namero ... Vamos a decir que el

namero era a... Entonces lo que yo hice fue que cogi el factor

multiplicativo y lo elevé a la entrada y cuando terminé de elevarlo

a la entrada lo multipliqué por la salida original del caso original,

en ese caso 3 ... Eso significa que tenemos este...

Amara: Podemos decir que es f(5) = 3(1.75)°.

Anita: Exacto ... 1.75 1o elevas a la 5 por 3 y te va a dar esto 49.24

... f(x) = 3 (factor multiplicativo)t.

La intencion del problema es ver si los estudiantes pueden imaginar

“moverse hacia la derecha en saltos”. O sea, si pueden imaginar el cambio en
valores de salida cuando los valores de entrada cambian de cinco en cinco. Anita

comienza haciendo acciones “yo primero ... hice todos los calculos individuales
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que me dio a cierto nimero”. Luego, con ayuda de Amara, resume sus acciones
usando exponentes “1.75 lo elevas a la 5 por 3y te va a dar esto 49.24”.
Finalmente, parece encapsular su trabajo usando una férmula “f (x) =

3 (factor multiplicativo)®”.

Pero todavia no estaba claro si podia “dar saltos a la derecha”:
Investigador Principal: ... ;Como yo puedo computar un factor
multiplicativo de cada 5 minutos si ya ustedes conocen el factor
multiplicativo por cada minuto de vuelo?

Anita: Que basicamente para poder encontrar el factor
multiplicativo de cada 5 minutos se tiene que tomar el factor
multiplicativo por minuto y lo elevas a 5 y basicamente el nimero
de salida que obtengas por 5 cada vez para encontrar el siguiente
elemento de salida haciendo saltos de 5 en 5 basicamente ... Vas
cambiando ese exponente de cinco en cinco cada vez para poder
encontrar el proximo elemento de salida cuando los elementos de
entrada van saltando de 5en 5...
Cuando Anita dice "se tiene que tomar el factor multiplicativo por minuto
y lo elevas a 5” parece que puede imaginar multiplicar repetidamente por la base
1.75 y representar esto usando notacion exponencial. Cuando dice “el nimero de
salida que obtengas por 5 cada vez para encontrar el siguiente elemento de salida

haciendo saltos de 5 en 5” muestra poder generar una imagen dindmica de la
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multiplicacion repetida. Esto es consistente con un Proceso de multiplicacién
repetida, que, al estar coordinado con exponenciacion, es un Proceso de funcion
exponencial en los naturales. Mas adelante, Anita muestra que puede dar “saltos a
la derecha” en otros contextos. Para computar que altura tendra el globo

aerostatico con respecto al suelo luego de haber transcurrido 1 hora:
Investigador Principal: Y el factor multiplicativo de % de hora lo

elevamos a qué intervalo de tiempo?
Anita: Al exponente 4.

Mas adelante, Anita comienza a dar muestras de que posiblemente ha

construido un Objeto de funcidn exponencial en los naturales.

Yanneth: ¢Si el factor de crecimiento continta igual, que altura
tendra el globo aerostatico con respecto al suelo luego de haber
transcurrido 1 hora? Usa notacion de exponentes para dar tu
respuesta.
Anita: ... Espérate, seria coger el factor multiplicativo por minutos
y lo elevas por el tiempo que es 60 minutos y lo multiplicas luego
por 3 ... Yo voy calculando el resultado porque nos tiene que dar
un decimal ... f(t) = a(b)}, estoes f(60) = 3(1.75)°°...
f(60) = 1.14658E15, ese es el resultado final...

Cuando Anita dice “ f(t) = a(b)t, estoes f(60) = 3(1.75)° ” muestra

evidencia consistente con la construccion de un Objeto de funcidn exponencial en
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los naturales. Parece pensar en el Proceso de funcidn exponencial en los naturales
como una entidad en si misma cuando utiliza una formula general f(t) = a(b)'y
puede hacer acciones sobre esa totalidad. Parece ser que el Proceso de funcién
exponencial en los naturales ha sido encapsulado en un Objeto de funcion
exponencial en los naturales.

Los resultados sugieren que en la entrevista semiestructurada Anita
también dio muestras de haber construido un Objeto de funcion exponencial en
los naturales. Se le present6 a los estudiantes la siguiente situacion: “Una cantidad
C crece exponencialmente, triplicandose cada hora. En un momento inicial hay 15

kilos de la cantidad” ... “;Cuantos kilos va a haber cinco horas después?”

Investigador Principal: ¢ Qué comprendes de esa situacion?
Anita: Me viene a mi mente una férmula que nosotros utilizamos y
que descubrimos durante la implantacion de las actividades de
aprendizaje de la investigacion que era f(x) = ab* 6 f(t) = abt,
donde a representa el valor inicial, la b representa el factor
multiplicativo y la x 0 t que representa el tiempo ... En este caso el
valor inicial seria 15, el factor multiplicativo seria 3, y el tiempo
seria h que no se ha determinado...

Anita muestra evidencia consistente con que puede pensar en el Proceso

de funcion exponencial en los naturales como una entidad en si misma, una
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totalidad, cuando dice (“Me viene a mi mente una formula ... f(x) = ab* 6
f(t) = abt, donde a representa el valor inicial, la b representa el factor
multiplicativo y la x 0 t que representa el tiempo™) y puede hacer o imaginar
realizar Acciones sobre la totalidad cuando expresa (“En este caso el valor inicial
seria 15, el factor multiplicativo seria 3, y el tiempo seria h que no se ha
determinado”). Parece ser que el Proceso de funcion exponencial en los naturales
que construyd Anita fue encapsulado en un Objeto de funcion exponencial en los
naturales. La formula f(t) = ab! parece representar la encapsulacién del Proceso
de funcion exponencial en los naturales en un Objeto.

En el proximo ejemplo, Anita muestra evidencia consistente con extender
el Proceso de funcion exponencial en los naturales a cero y los enteros negativos
durante la implementacion de las actividades de aprendizaje en la sala de clases.

La siguiente sucesion crece exponencialmente con un factor multiplicativo

de 2. Complete la tabla.

Salidas 41816
Entradas | -5 |-4|-3|-2|-1|0|1(2|3]| 4

Amara: ;Hay relacion entre la entrada 0 con su salida
correspondiente y lo que usted conoce acerca del exponente cero?
... Explique.

Anita: Si, porque cuando la base esta elevado a el exponente 0 eso

esigual a 1.
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Cuando Anita dice (“Si, porque cuando la base esta elevado a el exponente
0 eso es igual a 1”) muestra evidencia de extender funcidn exponencial a cero
como una Accion. Luego mas adelante se le present6 a Anita otra situacion donde
logro inventarse argumentos que la obligaron a definir que el exponente 0 como
b° = 1, justificando que b° = 1 utilizando propiedades de exponentes.

Se les presentd a los estudiantes la situacion: Propiedades de exponentes

m

dicen b™*™ = p"p™ o P b™" . Use estas propiedades para inventarse

argumentos que obligan a que se defina el exponente 0 como b° = 1y

exponentes negativos como b™" = i :

Amara: Pues la de multiplicacion de exponentes ... Pues que los
exponentes se suman, b™*™ = p™h™”. .. Entonces lo que hice fue
poner que b~™*™ pues como eso es la suma de dos términos donde
uno es el inverso aditivo del otro, como uno es positivo y el otro es
negativo las reglas de los signos nos dice que cuando sumamos dos
sumandos uno siendo positivo y el otro negativo, pues eso se resta
y entonces aqui esto darfaa b°... A la derecha de la igualdad
redactaria b™"b"...

Anita: Ahi también los puedes escribir en fraccion ... Pues como

tienes b~"b™... La expresion exponencial de la izquierda, b™" lo
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. . 1 ,n .
conviertes a su reciproco que es — - b™ que eso seria b a lan sobre

b" . ,
balan, ~= que eso seria a 1... Si, entonces b° = 1...

En este argumento que Anita desarrolla con Amara, ellas justifican que
b° = 1. Poder justificar y discutir en términos generales son caracteristicas de un
Proceso. Esto sugiere que la extension al cero de funcion exponencial en los
naturales se hace como un Proceso.

Continuando con la situacién dada anterior de la tabla de valores que
correspondia a una sucesion gue crece exponencialmente con un factor
multiplicativo de 2, Anita muestra evidencia consistente con extender el Proceso
de funcion exponencial a los enteros negativos.

Anita: Los voy a expandir yo porque eso es de mente ... Les voy a
explicar lo que hice ... Empezamos aqui en la tabla cuando
transcurrié 4 minutos de vuelo la altura de la cesta del globo
aerostatico era de 16 metros ... Empezamos aqui con 16 ... El
factor multiplicativo siempre va a ser 2 porque lo dice en los datos
provistos en las instrucciones ... Pues vamos a dividir la altura de
la cesta del globo aerostatico de 16 metros entre 2 expandiendo los

demas elementos de salida hacia la izquierda... 16 +~ 2,8 ... 4, 2,

1111 1
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Anita comienza haciendo la Accidn de dividir repetidamente por 2. Al
hacer esto, revierte el Proceso de multiplicacion repetida y de esta forma extiende
a los enteros negativos. Aun falta mas evidencia de que puede imaginar de forma
dindmica o discutir en forma general la extension a los enteros negativos. En lo
que sigue, Anita discute la extension a los enteros negativos en términos
generales, lo cual es consistente con una conceptualizacion de Proceso.

Anita: ... Continuando hacia la izquierda eso significa que cuando
el 2 esta elevado a la -1 que significa en la situacion en contexto un

minuto antes de vuelo, 271 pues va a dar como elemento de salida
% metro de altura de la cesta del globo aerostatico ... Y con el

tiempo antes de t minutos de vuelo moviéndose hacia la izquierda,

los negativos podemos evaluar esa expresion exponencial. ..

Podemos asumir que con el tiempo negativo que es lo mismo que

tener un nimero con exponente negativo y ponerlo como elemento

de salida en la tabla o estimando la altura de la cesta del globo

aerostatico como el reciproco del nimero.

En este ejemplo, cuando Anita dice, “como estan subiendo por 2 cada

uno”, “va subiendo”, “Continuando hacia la izquierda”, “moviéndose hacia la
izquierda”, esta dando muestras de pensamiento dinamico, lo cual también es

consistente con un Proceso de funcion exponencial en los enteros.
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La siguiente situacion, que sucedié durante la entrevista, la habiamos
usado anteriormente como ejemplo de la construccion de un Proceso de funcién
exponencial en los naturales. También nos da informacion acerca del Proceso de
funcién exponencial en los enteros. En la entrevista se le presenté a la estudiante
la siguiente situacién: Una cantidad C crece exponencialmente, triplicandose cada
hora. En un momento inicial hay 15 kilos de la cantidad.

Investigador Principal: ¢ Cuantos kilos habia 7 horas antes del
momento inicial? ...

Anita: Ok ... Pues como ahi dice que es 7 horas antes del
momento inicial el 7 seria un -7 como exponente ... Por el
contrario, si fuese 7 horas después el exponente seria un 7 positivo.
Investigador Principal: Para contestar la pregunta en oracion
completa ;/qué harias? ... ;Cuantos kilos habia 7 horas antes del

momento inicial?

Anita: Ok ... 7 horas antes del momento inicial habria ﬁss kilos.

)

Investigador Principal: Para llegar a esa respuesta ¢qué hiciste?
Anita: Para poder llegar a esta respuesta primero analicé la oracion
y como me esta preguntando ¢cuantos kilos habia 7 horas antes del
momento inicial? yo al instante pensé que el 7 es como exponente
y tiene que ser un siete negativo, -7 ... Y utilizando la misma

formula que te facilité previamente que era f(h) = 15(3)" sustitui
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el exponente h por -7 y eso seria f(—7) = 15(3)~7 y lo resuelvo
... dando f(h) = — kilos 6 f(h) = 0.006859 kilos.

Anita muestra evidencia consistente con hacer acciones sobre un Objeto
de funcion exponencial en los enteros para contestar la pregunta (“‘;Cuantos kilos
habia 7 horas antes del momento inicial?”). Parece ser que toma el Objeto de
funcion exponencial en los naturales, ya construido, y lo desencapsula en el
Proceso del que proviene, como se muestra en la pregunta cuando dice, “para
poder llegar a esta respuesta primero analicé la oracion y como me esta
preguntando ¢cuantos kilos habia 7 horas antes del momento inicial? yo al
instante pensé que el 7 es como exponente...” Luego generaliza para incluir
exponentes enteros negativos cuando dice “y tiene que ser un siete negativo, -7.”
La estudiante muestra evidencia consistente con que puede realizar acciones en el
Obijeto de funcién exponencial en los enteros cuando expresa “utilizando la
misma formula que te facilité previamente que era f(h) = 15(3)" sustitui el
exponente h por -7y eso seria f(—7) = 15(3)~7”... Anteriormente, Anita habia
dado muestra de tener al menos una conceptualizacién de Proceso de funcion
exponencial en los enteros. Eso da confianza que no esta aplicando la formula
como una Accion, como algo memorizado, sino que puede imaginar de donde
vino la formula. En este caso la formula £(h) = 15(3)" puede representar la
encapsulacion del Proceso de funcion exponencial en los enteros en un Objeto de

funcion exponencial en los enteros.



83

Para extender funcion exponencial a los racionales, la DG propone
comenzar con la construccion de un Objeto de raices unitarias. En la entrevista se
le pregunto6 a Anita: ;Como usaria su calculadora para hallar un nimero que
multiplicado por si mismo 9 veces dé un resultado de 24?

Anita: “En este caso con la calculadora yo lo que haria es que puedo
tantear haciendo distintas multiplicaciones para ver qué nimero que multiplicado
por si mismo 9 veces me dé como resultado de 24 ... O también puedo computar
la raiz novena de 24 que me va a facilitar ese nUmero que estoy buscando que
multiplicado por si mismo 9 veces me dé como resultado de 24”.

Hacer un computo tanteando con la calculadora para hallar una raiz
unitaria es hacer Acciones. Imaginar que existe tal nimero sin tener que llevar a
cabo el cobmputo de forma explicita es consistente con una nocién de Proceso de
raiz unitaria. Anita muestra evidencia consistente con Proceso de raiz unitaria
cuando imagina la existencia de un nimero “que multiplicado por si mismo 9
veces me dé como resultado de 24, En adicién, mostré evidencia consistente con
un Objeto de raiz unitaria cuando dijo “también puedo computar la raiz novena
de 24.” Usa raices para representar un Proceso sobre el cual va a poder hacer a
Acciones para extender funcién exponencial a todos los racionales y resolver
otros problemas.

Ahora consideramos un ejemplo donde Anita muestra evidencia

consistente con extender el Proceso de funcion exponencial a los racionales. Se
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les presentd a los estudiantes la siguiente situacion: En cada uno de los siguientes

problemas, completa la sucesion de forma tal que la sucesion crezca siguiendo un

patrén de siempre multiplicar por el mismo nimero.c)3, , ,9yd)3,
, 9.

Anita: ... En el enunciado c) yo pense elevar el factor

1
multiplicativo 3 a un tercio, 3s.
Investigador Principal: Ok, vamos a ver.
Anita: Primero verificar elevando el factor multiplicativo 3 a un

1
tercio, 33... Entonces si no nos da a 9 el Gltimo término de la

1.1
sucesion, pues verificar otra vez... Seria 3 (35) eso da

aproximadamente a 4.33 ... Y funcion¢ ... Basicamente ti no estas

elevando la base a un entero, ti estas elevando la base a una

fraccion.

Yanneth: Aja.

Anita: Es como si tu estuvieses buscando las raices cuadradas, las

raices cubicas y las raices cuartas.

Cuando Anita dice, “Ok, yo pienso que para buscar el factor multiplicativo

de la sucesion del ejercicio d) ..., tu estas elevando la base a una fraccion” ... “Es
como si tu estuvieses buscando las raices cuadradas, las raices cubicas y las raices

cuartas”, muestra evidencia de coordinar el Proceso de potencias fraccionarias
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unitarias y el Proceso de funcion exponencial en los enteros para formar un nuevo

proceso de funcidn exponencial en los racionales. Este proceso permite pensar en

.

m

El

m
b"pY" ... pY" cémo(b") =Db" . Continuando con la conversacion:

m veces

Yanneth: Uhu.
Anita: Y pues para poder calcular el factor multiplicativo en cada
una de las sucesiones se obtiene el mismo, que es lo que nosotros

Ilamamos el resultado o producto de la evaluacion de la expresion

m

1
exponencial de forma general como (bﬁ) donde la base tiene que

ser elevada a una fraccion ... Seria utilizar algo como esto a(m) =
1
a (bn)

En la transcripcion anterior, Anita da evidencia consistente con coordinar

m

el Proceso de potencias fraccionarias unitarias con el Proceso de funcién
exponencial en los enteros para extender este Proceso a exponentes fraccionarios.
Que pueda discutir sobre funcién exponencial en los racionales en forma general
y no limitada a computos especificos es consistente con una conceptualizacion de

Proceso.



86

En otro problema se le presentd a la estudiante la siguiente situacion:

2
“Explica verbalmente el significado de 43y “Explica verbalmente el significado

3

de 407 >
Anita: Un nimero multiplicado por si mismo tres veces nos da a 4,
y al elevar este resultado por dos nos resulta con el valor final ...
Luego:
Anita: Un nimero que se multiplica por si mismo siete veces da a
40 ... Y al elevar este resultado por tres nos da al resultado final.

En esta transcripcion la estudiante vuelve a mostrar consciencia de pensar

1\M m . . ..
en b""b"".--b"" como (b) =b" y de imaginar lo que significa elevar un
| ——

m veces
nimero a una potencia racional. El que pueda interrelacionar diferentes
representaciones de una nocion matematica es consistente con una
conceptualizacion de Proceso de la nocion. En este caso Anita relaciona
representaciones algebraica y verbal.

En la entrevista surgi6 una situacion imprevista que puede ayudarnos a
mejorar las actividades y tal vez la descomposicidn genética. Si bien, los
estudiantes participantes del estudio podian asociar una formula de funcion
exponencial de forma general como f(t) = ab® con situaciones dadas donde se

indicaba de forma explicita que los datos dados correspondian a un modelo
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exponencial, en cambio, algunos estudiantes no relacionaron multiplicacion
repetida con situaciones donde no se les indicaba de forma explicita que los datos
correspondian a un modelo exponencial. Puede ser que esto sucediese porque
durante la implementacion de las actividades de aprendizaje los estudiantes no
vieron problemas donde tuvieran que determinar si el crecimiento era exponencial
0 no. Consideremos el caso de Anita en la entrevista.

Investigador Principal: Indique si la siguiente tabla de valores

corresponde a un modelo exponencial ... Explique.

gx)
1
4
7
10
13
16

O IWIN|(FP(XR

Anita: Ok ... Pues yo escribi que no es una tabla de valores que
corresponde a un modelo exponencial ya que si elevas cada uno de
los valores de x o valores de entrada a la potencia 2 los ultimos
cuatro valores de salida que nos presenta la tabla no son cuadrados
perfectos ... Esto se puede ver especificamente cuando el elemento
de entrada es 3... Que, si tu elevas 3 a la potencia 2, 32 ahi el
producto seria 9 y no 7 como se muestra en la tabla.

Podemos conjeturar que en este caso Anita no muestra relacionar un

modelo exponencial con multiplicacion repetida ya que no habia encapsulado un
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Proceso de multiplicacion repetida en un Objeto. Eso no le permite aplicar
acciones sobre el Proceso de multiplicacion repetida (encapsulado) para tratar con
contextos que son nuevos para ella. En las actividades del salén de clases Anita
no vio un problema donde tuviese que determinar si el crecimiento era
exponencial. Ella si dio muestra consistente con haber construido un Proceso de
multiplicacion repetida pues lo us6 para otras construcciones segun se detalla en
la DG.

En resumen, Anita construy6 un Proceso de multiplicacion repetida que
ademas pudo revertir en las actividades de aprendizaje y en la entrevista. Ademas,
coordino el Proceso de multiplicacion repetida con un Proceso prerrequisito de
exponenciacion para construir un Proceso de funcion exponencial en los
naturales. Luego, Anita dio muestras de haber construido un Objeto de funcion
exponencial en los naturales. Su trabajo sugiere que encapsulé el Proceso de
funcion exponencial en los naturales en un Objeto que representa con la férmula
general f(t) = a(b)t y que pudo hacer acciones sobre este Objeto.

Después, Anita mostré evidencia consistente con extender el Proceso de
funcién exponencial en los naturales a cero y justifica la extension con
argumentos basados en propiedades de los exponentes. Por otro lado, también
mostré evidencia consistente con extender el Proceso de funcion exponencial a
los enteros negativos dando pasos y saltos a la izquierda en diferentes situaciones.

Anita no aplicaba la formula f(t) = a(b)* como una Accién, como algo
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memorizado, sino que podia imaginar de donde venia la formula para aplicarla a
diferentes situaciones. Al aplicarla hacia Acciones sobre el Proceso encapsulado
que representaba con la formula. O sea, al aplicar la formula, Anita da muestra de
haber construido un Objeto de funcidn exponencial en los enteros.

En la entrevista semiestructurada, ella mostro evidencia consistente con
haber encapsulado un Proceso de raiz unitaria en un Objeto de raiz unitaria.
Finalmente, mostro evidencia consistente con extender el Proceso de funcion
exponencial en los enteros a los racionales.

Cuatro de los ocho estudiantes construyeron un Objeto de funcion
exponencial en los enteros y un Proceso de funcion exponencial en los racionales,
al igual que Anita.

4.2 Construccion de Objeto de funcion exponencial en los enteros y Accion en
los racionales.

Mostramos como segundo ejemplo el caso de Genaro. Al igual que Anita,
Genaro evidencié una conceptualizacion de Objeto de funcidn exponencial en los
enteros. Como las construcciones de Genaro son muy parecidas a las de Anitay
en el caso de Anita se dio mucho detalle, vamos a considerar pocos ejemplos.

Durante la implementacion de las actividades de aprendizaje en la sala de
clases, se le presento al estudiante la situacion en contexto del globo en el Pueblo

de Ponce que duplicaba su altura en minutos.
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Altura del globo aerostatico en (metros) 112 8 32 128 512

Tiempo de vuelo (minutos) 0(1|12]3 5 6|7 9 10 13| 14

Genaro: Pregunta a) ¢ Identificaste algun patrén o regla para
determinar los términos que faltan?

Luigie: La altura en metro seria dos elevado a cada uno de los
elementos de entrada ... Esto seria: dos a la cero, 2°... Dos a la
uno, 21... Dos a la dos, 22... Dos a la tres, 23... Dos a la cuatro,
2*... Dos ala cinco, 25... Y sigue asi sucesivamente.
Investigador Principal: Y eso de una manera mas sencilla, en
términos de una regla general ... ;Cudl tu formularias? ... Si
sintetizas esa idea en términos de una regla.

Genaro: Pues entonces seria f(x) = 2*; donde x seria igual a el
tiempo ... El 2 es una constante y la x representaria el tiempo.

Luigie: f(x) o y representa la altura y la x representaria el tiempo.

Genaro parece tomar como compartido el argumento de Luigie que esta

basado en multiplicacion repetida. Esto lo deducimos ya que construye sobre ese

argumento para hallar la férmula. Expresa la multiplicacion repetida en términos

de exponenciacion lo que sugiere que coordina los dos Procesos correspondientes

en un Proceso de funcion exponencial en los enteros no negativos.

Durante la implementacion de las actividades de aprendizaje en la sala de

clases:
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Genaro: La siguiente tabla corresponde a otro modelo para

Mayagiiez, con otro factor multiplicativo.

Altura (metros) 962 | 1,154.40 | 25,611.65
Tiempo (minutos) | 27 | 28 45 46

Asi que esta es otra situacion, pero con otro factor multiplicativo.
Luigie: Ok.

Genaro: Pregunta a) ¢puedes hallar el factor multiplicativo
constante y usarlo para llenar los datos que faltan?... Se multiplican
por 1.2 los de salida 962 y 25,611.65 ... 25,611.65 X 1.2

Luigie: Multiplicando por 1.2 ... Si, eventualmente se supone que
Ileguemos a lo que nos piden.

Genaro: El de salida cuando el de entrada es 29 minutos lo
multiplicamos por 1.2 y seguimos asi sucesivamente multiplicando
cada uno de los elementos de salida por 1.2 para encontrar el de
salida cuando el de entrada es 45 minutos.

Luigie: ;Hay una forma super facil de hacer esto? ...
Multiplicando cada uno de los elementos de salida por 1.2 y los
seguimos ascendiendo hasta encontrar el de salida cuando el de
entrada es 46 minutos.

Genaro: No hay que hacer eso ... Porque aqui 25,611.65 X 1.2.
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Genaro muestra evidencia consistente con un Proceso de reversion de
multiplicacion repetida cuando dice (“Se multiplican por 1.2 los de salida 962 y
25,611.65”) porque podemaos inferir que calculé el cociente entre dos elementos
de salida de forma consecutiva de la sucesion exponencial (1,154.40 + 962)
computar el factor multiplicativo de 1.2. Como Genaro muestra evidencia de que
revierte multiplicacion repetida, esto sugiere que construyé un Proceso de
multiplicacion repetida. También da muestra de que puede imaginar la
multiplicacion repetida cuando sugiere seguir multiplicando hasta llegar al
elemento 46, y anticipa que basta con multiplicar el elemento 45 por 1.2. El que
pueda imaginar una Accion repetida sin que tenga que llevarla a cabo
explicitamente y que pueda anticipar el resultado de una Accidn sin tener que
llevarla a cabo explicitamente es consistente con una conceptualizacion de
Proceso.

Presentamos un ejemplo donde Genaro evidencia haber construido un
Objeto de funcidn exponencial en los naturales. Se le presentd la siguiente
situacién en contexto: Asuma que el pueblo de Isabela un globo aerostatico se
encontraba en una altura de 384 metros 4 minutos luego de comenzar a tomar el
tiempo y que un modelo matematico predice que la altura del globo aerostatico, se
duplica cada minuto. Se le pregunto, ¢puedes anticipar la altura en metros del

globo aerostatico en un intervalo de tiempo de 6 minutos? Explica tu respuesta.
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Altura (Metros) 384
Tiempo (minutos luego de comenzar a tomar tiempo) |0 |1 |2 |3 | 4

Genaro: Entonces la formulaes f(t) = abt... f(6) = 24 - 2°...
Que eso es igual a una altura de 1,536... Al tener el factor
multiplicativo lo Unico que hay que hacer es elevarlo al tiempo de
vuelo requerido que es 6 minutos y multiplicarlo por la altura
inicial para poder anticipar la altura en metros del globo aerostatico
en el intervalo de tiempo especificado.
Genaro primero revierte multiplicacion repetida para hallar la altura inicial
24. Luego representa el Proceso de funcion exponencial en los enteros, que
anteriormente hemos argumentado que construyo, con una formula general
f(t) = abt® sobre la cual hace la Accion de evaluar para valores especificos a =
24 y b = 2. Cuando Genaro dice (“Al tener el factor multiplicativo lo Unico que
hay que hacer es elevarlo al tiempo de vuelo requerido que es 6 minutos y
multiplicarlo por la altura inicial para poder anticipar la altura en metros del globo
aerostatico en el intervalo de tiempo especificado” conjeturamos que pensar en el
Proceso de funcion exponencial en los naturales como una entidad en si misma,
una totalidad y puede hacer Acciones sobre la totalidad para para computar el
elemento de salida especificado de 6 minutos. O sea, muestra evidencia
consistente con una conceptualizacién de Objeto de funcion exponencial en los

naturales.
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Como Anita, Genaro extiende funcion exponencial a cero y lo justifica con
un argumento basado en propiedades de exponentes.

En el proximo ejemplo, Genaro muestra evidencia consistente con
extender el Proceso de funcién exponencial a un Proceso de funcion exponencial
en los enteros.

Investigador Principal: Una cantidad C crece exponencialmente,
triplicandose cada hora ... En un momento inicial hay 15 kilos de
la cantidad ...

Genaro: ¢Cuantos kilos habia 7 horas antes del momento inicial?
... Pues ahi tenemos que ir hacia atras ... Que no es como el
gjercicio a) que era después del momento inicial ... Ahora es antes
... Pues, entonces lo que hacemos es que cogemos el 15 y lo

dividimos entre el factor multiplicativo elevado a la potencia 7,

15

Genaro muestra evidencia consistente con revertir un Proceso de
multiplicacion repetida cuando imagina dividir siete veces por tres (“Pues ahi
tenemos que ir hacia atras”). Como puede revertir multiplicacion repetida, parece
ser que construyd un Proceso de multiplicacion repetida. Ademas, parece haber
coordinado ese Proceso con un Proceso prerrequisito de exponenciacion (habla de

37), para construir un Proceso de funcion exponencial en los enteros.
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En el proximo ejemplo, Genaro muestra evidencia consistente con
encapsular el Proceso de funcidn exponencial en los enteros en un Objeto de
funcidn exponencial en los enteros durante la implementacion de entrevista
semiestructurada.

Se le presentd a los estudiantes la siguiente situacion: Una cantidad K
crece exponencialmente, duplicandose cada dia. Luego de 7 dias hay 25 gramos
de la cantidad. Si f (t) es la cantidad de gramos que hay luego de t dias, halle una
férmula para f (t).

Genaro: Ok, pues es utilizando f(t), pues se utiliza el valor inicial
que vamos a utilizar la variable i y se multiplica por el factor
multiplicativo que es x elevado a la potencia t, que en ese caso
seria el tiempo... Pues yo escribi que la formulaes f(t) =i - x¢,
donde i va a ser el valor inicial, x es el factor multiplicativo, t el
tiempo y f (t) es la cantidad de gramos que hay luego de t dias.
Investigador Principal: Continua... ;Y luego Gustavo?... Si
fueras a utilizar esa formula para aplicarla a la situacion en
contexto que te ha sido dada... ;Ya esa seria la formula o tu
aportarias algo mas?

Genaro: Bueno pues depende de lo que estamos buscando...

Porque si estamos buscando un valor que sea antes del tiempo
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inicial pues cambiaria esa formula y en vez de multiplicar la i - x*
se estarfa dividiendo ﬁ

La contestacion de Genaro sugiere que puede generalizar la misma
formula f(t) = ab® que usaba en los naturales para todos los enteros t y de esta
forma representar el Proceso de funcion exponencial en los enteros con la formula
cuando dice “f(t) = i - xt, donde i va a ser el valor inicial, x es el factor
multiplicativo, t el tiempo y f (t) es la cantidad de gramos que hay luego de t
dias.” Podemos observar cémo Genaro podia utilizar esa nueva formula de un
modelo exponencial de forma general para aplicarla a la situacion en contexto que
habia sido dada cuando dice “Porque si estamos buscando un valor que sea antes

del tiempo inicial pues cambiaria esa formula y en vez de multiplicar la i - x¢ se
estaria dividiendo ﬁ Esto sugiere que encapsuld el Proceso de funcion

exponencial en los enteros en un Objeto de funcidn exponencial en los enteros
que representa con la nueva formula.

Los resultados de las actividades de aprendizaje sugieren que Genaro no
habia extendido funcion exponencial a los racionales como un Proceso. Solo dio
evidencia de hacer Acciones.

Se le presentd a los estudiantes la siguiente situacion: En cada uno de los
siguientes problemas, completa la sucesion de forma tal que la sucesion crezca

siguiendo un patron de siempre multiplicar por el mismo numero. a) 3, , 127
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Genaro: Encontrar un niimero que siga la sucesion ... Que se esta
multiplicando por cada término.
Luigie: No sé qué numero tendia que ir en el medio de 3y 12.
Genaro: No porque ahi tenemos que multiplicar por el mismo
numero ... Y ahi ustedes estan sumando... No s¢ si t me
entiendes.
Genaro: Puede ser que estemos multiplicando... 3 X 3 sies9...
Pero 3 X 9 no es 12.
Genaro hizo la Accién de tantear multiplicando repetidas veces por tres.
En su discusion con Luigie y otros compafieros se quedaron haciendo Acciones
para tratar de resolver el problema. Luego de hacer Acciones eventualmente
pudieron contestar el problema.
Como otro ejemplo, se le pregunto: ¢Qué entiende por 2°%?
Genaro: Pues lo primero que me llega a mi mente fue que estamos
elevando el 2 por un decimal, que, en vez de aumentar su producto
por decirlo asi, lo que va a pasar es que el valor del su producto
disminuye ... Otra idea que se me ocurre es que el 2 puede ser
elevado a una potencia racional.
Investigador Principal: Y por qué no partes de esa segunda idea

que se te ocurrid.
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Genaro: Bueno si, porque el exponente es un decimal exacto y yo
lo puedo convertir en una fraccion ... bueno, pues si el exponente
lo voy a convertir en una fraccion ... Ok, déjame anotar, si tomo

2065 Que 0.65 si lo convierto en una fraccion es igual a 13 sobre

13 , . -z
20, ~g due eso seria el exponente cambiado a una fraccion.
Investigador Principal: ¢Eso lo puedes presentar de otra forma?
. 13
... Ya tienes como exponente Py

Genaro: Ahi seria que un nimero que multiplicado por si mismo
20 veces de a 2.

Investigador Principal: ;Y luego?

Genaro: ¢Y luego que hacemos con ese 13? ... ES que no sé qué
hacer con ese 13.

Investigador Principal: ;Qué harias con é1? ... Vamos a ver... Si
ya tienes un numero multiplicado por si mismo 20 veces da a 2.
Genaro: Se multiplica por 13.

Investigador Principal: ... Ahora pues retoma todo desde un
principio y presentas lo Gltimo que estés analizando.

Genaro: Ok... Un nimero multiplicado por si mismo 20 veces de
a2.

Investigador Principal: Y luego se...
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Genaro: Y luego se multiplica por si mismo 13 veces... Es un
numero que multiplicado por si mismo 20 veces da a 2 y luego ese
numero multiplicado por si mismo 13 veces nos tiene que dar al
numero.

El estudiante requiere de mdltiples intervenciones del instructor para dar
sentido a la expresion 20, La transformacion la percibe como externa pues tiene
que seguir paso a paso las indicaciones del instructor. Esto es consistente con una
conceptualizacién de Accion. No logré mostrar la interiorizacion de la extension
de funcion exponencial de los enteros a los racionales en un Proceso a lo largo de
las actividades en el salon de clase ni en la entrevista.

En resumen, siete de los ocho estudiantes construyeron un Objeto de
funcion exponencial en los enteros, incluyendo a Genaro. Genaro fue el Unico
estudiante de ocho que construyd una conceptualizacion de Accion de funcién
exponencial en los racionales. Cuatro de ocho estudiantes construyeron un
Proceso de funcion exponencial en los racionales y no hay evidencia de que los
otros tres estudiantes hayan construido funcion exponencial en los racionales
como Accion o Proceso.

4.3 Construccion de Objeto de funcion exponencial en los enteros y Pre-
Accion en los racionales.
Presentaremos como tercer ejemplo el caso de Alejandro. Al igual que

Anita y Genaro, Alejandro construy6 un Objeto de funcién exponencial en los
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enteros. Todas sus construcciones, comenzando con multiplicacién repetida hasta
Objeto de funcidn exponencial en los enteros, son parecidas a las de Genaro y
Anita. Asi es que no vamos a presentar ejemplos de esto. A diferencia de Genaro,
Alejandro no mostro poder llevar a cabo Acciones para extender funcién
exponencial a los racionales, mas alla de fracciones unitarias. Solo mostramos
algunos ejemplos del tipo de respuesta que dio al tratar con exponentes racionales.
Se presenta un primer ejemplo donde Alejandro muestra evidencia
consistente con Accidn de raiz unitaria en la entrevista semiestructurada. Se le
presento al estudiante la siguiente situacion: ¢Como usaria su calculadora para
hallar un namero que multiplicado por si mismo 9 veces dé un resultado de 24?
Investigador Principal: Puedes verbalizar como tu lo harias
utilizando una calculadora si la tienes accesible ... ;Cémo lo
harias, Alejandro?
Alejandro: Pues la utilizaria para tantear con decimales ya que no
existe un entero que multiplicado por si mismo 9 veces de como
producto a 24
Investigador Principal: Me dijiste que lo harias tanteando ...

¢Coémo llevarias a cabo el tanteo utilizando una calculadora?
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1
Alejandro: Usaria una ecuacion x° = 24 [sic]... Pues el 24 lo
, -1 ’
elevaria a la potencia 5 Eso es lo que pondria como resultado ...

Eso me dio a 1.423497814.

Investigador Principal: ;Como puedes justificar que ese nimero
multiplicado por si mismo 9 veces de como resultado a 247 ...
Alejandro: Pues el nimero que obtuve que fue 1.423497814 lo
elevo a la potencia 9 y cuando lo evallo me da a 24.

Alejandro puede hacer Acciones para computar raices unitarias, no es
claro que pueda imaginarlas sino como un procedimiento rigido, y no mostré
evidencia de que haya encapsulado raiz unitaria en un Objeto sobre el cual puede
hacer Acciones. Esto puede verse en el siguiente ejemplo.

Se le pregunto al estudiante: ¢Qué entiende por 2°%?

Alejandro: Pues no sé... Es un 2 elevado a la potencia 0.65.

La respuesta de Alejandro (“pues no sé”) sugiere que, para él, 2°% es un
simbolo sin més sentido. No lo obtiene de hacer Acciones sobre la raiz unitaria
2105,

Se le presentd al estudiante la siguiente situacion: Si la siguiente tabla de
valores corresponde a un modelo exponencial, ;como se pueden hallar los valores

que faltan?

t . . .
O |14 28
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Alejandro: ... Cuando el elemento de entrada es 2.2 el elemento
de salida es 16.8... Cuando el elemento de entrada es 2.4 el
elemento de salida es 19.6... Cuando el elemento de entrada es 2.6
el elemento de salida es 22.4... Cuando el elemento de entrada es
2.8 el elemento de salida es 25.2 ... Y cuando el elemento de
entrada es 3 el elemento de salida es 28.

Investigador Principal: ¢ Me podrias explicar como obtuviste cada
uno de los elementos de salida que me acabas de facilitar?
Alejandro: Al elemento de salida 14 le sumé 2.8 y apliqué ese
patron de forma consecutiva con los elementos de salida hasta que
el 3 que era la ultima entrada pues los valores de salida me dieran

28 ...

2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

t
f(@)

14 16.8 19.6 22.4 25.2 28

Alejandro trata a la tabla como una funcioén lineal y computa un nimero

(28-14) _

que sumado repetidas veces va del 14 al 28; computa — = 2.8. Esta Accion

no tiene nada que ver con raices unitarias ni exponentes racionales.

En resumen, de ocho estudiantes participantes del estudio siete estudiantes

pudieron construir un Objeto de funcion exponencial en los enteros y el otro

estudiante construy6 un Proceso de funcidn exponencial en los enteros. Ademas,

de ocho estudiantes, cuatro construyeron un Objeto de raiz unitaria, dos
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construyeron una Accién de raiz unitaria y dos no mostraron evidencia de hacer la
construccién como Accidn (Pre-Accion). Por otra parte, cuatro estudiantes
pudieron construir un Proceso de funcion exponencial en los racionales, un
estudiante construyo funcion de exponenciales en los racionales como Accion, y

tres no mostraron evidencia de hacer la construccion como Accidn (Pre-Accion).
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CAPITULO V: DISCUSION
Introduccion:

En este capitulo se resumen las construcciones mentales que los
estudiantes participantes pudieron realizar en un segundo ciclo de estudio de la
funcién exponencial (estudio de la tesis) y se comparan con los resultados de las
construcciones mentales que los estudiantes pudieron realizar en el primer ciclo
de estudio que se discute en Diaz-Berrios y Martinez-Planell (2022). Por altimo,
se discutiran las limitaciones méas importantes del estudio.

5.1 Discusion

Comenzamos este estudio proponiendo una descomposicién genética
(DG) y luego disefiamos actividades para ayudar a los estudiantes a hacer las
construcciones mentales propuestas en la DG. La DG se puso a prueba obteniendo
datos de los estudiantes mientras trabajaban en las actividades en el salon de
clases y en entrevistas semiestructuradas. En este estudio se analizaron las
estructuras mentales que construyeron los estudiantes participantes (Accion,
Proceso y Objeto) segun la teoria APOE. No usamos explicitamente la nocion de
Esquema. En el estudio, mostramos que casi todos los estudiantes pudieron
construir un Objeto de funcidn exponencial en los enteros y algunos pudieron
construir un Proceso de funcidn exponencial en los racionales. Esto es un logro
porque los resultados son mejores que los de investigaciones previas (mas

adelante se discute un primer ciclo de investigacion).
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Este estudio nos permite ver como manipulativos similares (pero con
nuevas adaptaciones) a los de Ferrari-Escola et al. (2016), situaciones en
contextos continuos como sugieren Ellis, et al. (2015, 2016), y disefios de
diferentes actividades de aprendizaje, se pueden utilizar en la sala de clases para
ayudar a los estudiantes a construir funcion exponencial con sentido. Esto es una
aportacion del estudio. En téerminos de contenido no tratado por Ferrari-Escola et
al., la verificacion de que sus materiales pueden tener éxito, quizas con algunos
refinamientos, en ayudar a los estudiantes a extender funciones exponenciales a
los numeros racionales es otra contribucidn. En esta tesis mostramos que el uso de
manipulativos con nuevas adaptaciones (representacion de una funcién como
maquina), el uso de la calculadora TI-nspire cx CAS, y nuevas situaciones dadas
en contextos continuos como sugerido por Ellis, et al. (2015, 2016), pueden ser
efectivos en ayudar a los estudiantes a lograr un mejor aprendizaje de las
funciones exponenciales. Una limitacidén importante en este estudio es que los
manipulativos y actividades no contribuyen a extender el Proceso de funcién
exponencial de los racionales a todos los reales y que no tratan el entendimiento
gréafico de las funciones exponenciales.

Otra aportacion del estudio es adaptar la metodologia RBC+C de la teoria
sociocultural de Abstraccion en Contexto a la teoria APOE para llevar a cabo el
analisis de los datos que se obtuvieron de las discusiones en grupo. La adaptacion

de la metodologia RBC+C a la teoria APOE crea un nuevo instrumento para
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recolectar y analizar datos, particularmente cuando se estudia el crecimiento de
conocimiento a traves de la interaccion de individuos y no solamente un individuo
aislado.

Este estudio replica en parte el estudio de Ferrari-Escola et al. (2016) pero
con diferencias significativas. Segin Schmidt (2009), en los estudios de
replicacion se pueden incluir o afiadir diferencias, lo cual contribuye a aumentar
el poder confirmatorio de la replicacion. De manera que podemos considerar que
este es un estudio de replicacion, ya que hemos incluido o afiadido diferencias
para lograr un equilibrio entre la verificacion de hechos (confirmacion) y la
expansion del conocimiento (novedad) para obtener una nueva comprension
(Schmidt, 2009).

Los ciclos de investigacion y el refinamiento de una descomposicién
genética (DG) mediante la construccién y el perfeccionamiento de actividades de
aprendizaje son fundamentales en la metodologia de investigacion de la teoria
APOE. A través de ciclos de investigacion se va refinando un modelo inicial
sobre las construcciones mentales que puede realizar un individuo de un concepto
matematico (DG). Este estudio es una extensién del primer ciclo del estudio en
Diaz-Berrios y Martinez-Planell (2022) con una nueva poblacion de estudiantes
de secundaria.

La discusidn de las diversas construcciones mentales en el segundo ciclo

de investigacion y la comparacion de estas con el primer ciclo de investigacion es
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otra de las contribuciones de este estudio. Consideremos en detalle los logros
alcanzados en el segundo ciclo de investigacion, en las construcciones mentales
que los estudiantes participantes llevaron a cabo. Observamos que los ocho
estudiantes participantes pudieron construir un Proceso de multiplicacion
repetida. Los ocho estudiantes pudieron llevar a cabo la Accion de ordenar y
completar espacios en blanco en en diferentes pares ordenados (¢, s(t)) dados
para distintas situaciones en contexto que asumian crecimiento o decrecimiento
exponencial de la altura de un globo aerostatico. Cuando los estudiantes repitieron
acciones sobre lo antes expuesto y reflexionaron sobre esas acciones pudieron
interiorizar un Proceso de multiplicacion repetida que les permitié imaginar que
(t) crecia aritméticamente mientras que (s(t)) crecia geométricamente,
permitiéndoles relacionar a t con s(t), y reconocer a t como el nimero de veces
que la base b era multiplicada por si misma. Los ocho estudiantes participantes
pudieron coordinar un Proceso de multiplicacién repetida con un prerrequisito de
exponenciacion para construir un Proceso de funcion exponencial en los
naturales, anticipando la forma general s(t) = ab®. Esto verifica lo que se
conjeturd en la descomposicion genética.

A continuacion, comparamos la participacion de los estudiantes del primer
ciclo de investigacion en Diaz-Berrios y Martinez-Planell (2022) y los estudiantes
participantes de este segundo ciclo. La mitad de los estudiantes del primer ciclo

no reconocié que la entrada n en un par (n, s(n)) es un exponente. Estos
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estudiantes inicialmente construyeron el crecimiento exponencial como una
multiplicacion repetida sin dar evidencia de estar consciente de que la entrada n
registré el nimero de factores b en un producto S,,, 0 que n podia considerarse
como un exponente. Los otros cuatro estudiantes reconocieron que los pares
ordenados (n, S,,) podian considerarse como pares ordenados (n, b™) donde b era
la base dada. Estos estudiantes rapidamente empezaron a referirse a las entradas n
como exponentes. Para resumir, cuatro estudiantes participantes del primer ciclo
de estudio pudieron interiorizar la Accion de ordenar y completar espacios en
blanco en pares ordenados que correspondian a crecimiento o decrecimiento
exponencial, en un Proceso que reconocia que los pares tenian la forma (n, b").
Esos cuatro estudiantes participantes pudieron coordinar un Proceso de
multiplicacidn repetida con un prerrequisito de exponenciacion para construir un
Proceso de funcion exponencial en los naturales. En cambio, los ocho estudiantes
participantes del segundo ciclo construyeron un Proceso de multiplicacion
repetida, y ademas pudieron coordinar un Proceso de multiplicacion repetida con
un proceso de exponenciacion para construir un Proceso de funcion exponencial
en los naturales.

Se pudo obtener informacién de la utilidad de las nuevas adaptaciones en
los manipulativos. Por ejemplo, la representacién de una funcion como maquina
en el segundo ciclo parece haber contribuido a una mejor comprension de

notacion de funcion ayudando a que siete de los ocho estudiantes del segundo
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ciclo extendieran funcién exponencial de los naturales a los enteros y que
construyeran un Objeto de funcion exponencial en los enteros. Ninguno de los
estudiantes en el primer ciclo construy6 un Objeto de funcidn exponencial en los
enteros. Solamente dos de ocho estudiantes en el primer ciclo construyeron un
Proceso de funcion exponencial en los enteros.

Como sugiere Weber (2002), después de construir funciones
exponenciales sobre los nimeros enteros, la construccion puede extenderse a
todos los numeros racionales. Ninguno de los estudiantes del primer ciclo
construy6 un Proceso de raiz unitaria. Los estudiantes del primer ciclo habian
conocido exponentes fraccionarios unitarios en sus cursos, pero solo habian
construido una concepcidn de Accion, ya que parecian centrarse en la notacion, la
manipulacion mecanica de expresiones algebraicas, y el uso de hechos
memorizados. Los estudiantes del primer ciclo necesitaban imaginar primero una
potencia fraccionaria unitaria como resultado de algin Proceso (grafico o
numérico, con la ayuda de multiplicacion repetida en una calculadora) antes de
poder realizar Acciones en él. Es decir, los estudiantes necesitaban un Objeto de
potencias fraccionarias antes de poder realizar acciones sobre él. Para esto, 10s
estudiantes del primer ciclo necesitaban construir una comprensién verbal de los
exponentes de fraccion unitaria; necesitaban construir un significado para la
operacion: dado un nimero a y un entero positivo n, encontrar un nimero que

cuando se multiplica por si mismo n veces produce a.
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Para construir un Proceso de raiz unitaria, la DG propone que dado un
nlmero positivo a y un entero positivo (pequefio) n, la Accion de usar tecnologia
de computacion para tantear numéricamente y encontrar 0 aproximar un nimero
que al multiplicarse por si mismo n veces produce el nimero dado a, puede
interiorizarse en un Proceso que permite al alumno imaginar y anticipar la
existencia de tales nimeros. Otras Acciones de usar tecnologia para calcular una
raiz unitaria, verificar que efectivamente tengan la propiedad esperada y usarlas
para resolver situaciones de problemas contextuales pueden ayudar a los
estudiantes a encapsular el Proceso de potencias fraccionarias unitarias o raiz
unitaria en un Objeto. Observamos que, al considerar exponentes fraccionarios

unitarios o raices unitarias en las actividades de aprendizaje, algunos estudiantes

del segundo ciclo estaban conscientes que para a>0, y n positivo, a/"es un
nimero que multiplicado por si mismo n veces da como resultado a. Estos
estudiantes tomaron un Proceso de multiplicacion repetida y lo coordinaron con el
Proceso de potencias fraccionarias unitarias o raiz unitaria y el Proceso

prerrequisito de exponenciacién para formar un nuevo proceso de funcion

exponencial en los racionales. Este proceso les permitié pensar en b”"b""---b*'"
%,—/

m veces

sB

En el parrafo anterior se conjeturo que si primero los estudiantes

construian un Objeto de raiz unitaria luego podrian construir un Proceso de
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funcién exponencial en los racionales. El proposito en el segundo ciclo de
investigacion era que por medio de las modificaciones que se hicieron en las
actividades de aprendizaje los estudiantes hicieran acciones sobre un Objeto de
raices unitarias que les permitiera poder construir luego un Proceso de funcién
exponencial en los racionales.

Debido a las nuevas modificaciones que se realizaron en las actividades de
aprendizaje en el segundo ciclo hallamos que cuatro de ocho estudiantes
construyeron un Proceso de funcidn exponencial en los racionales. Los
estudiantes habian estudiado previamente exponentes de fraccion unitaria y
notacion radical en el curso de fundamentos de algebra, pero inicialmente
parecian estar limitados a una concepcidn de Accion de estas ideas y, por lo tanto,
solo podian mostrar manipulaciones rigidas del simbolismo de una manera que
parecia carecer de sentido. El trabajo con las actividades en el salon de clase
permitio que vencieran esta dificultad y construyeran un Objeto de raiz unitaria, y
que haciendo acciones sobre este Objeto construyeran un Proceso de funcién
exponencial en los racionales.

El que la mitad de los estudiantes participantes del segundo ciclo no
pudiera construir un Objeto de raiz unitaria y un Proceso de funcion exponencial
en los racionales sugiere la necesidad de revisar las actividades para ayudar a que
los estudiantes construyan una comprensién verbal de potencias fraccionarias

unitarias antes de extender las funciones exponenciales a los nUmeros racionales.
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Por supuesto sin haber construido exponentes racionales como Procesos y
sin haberlos encapsulado como Objetos, no sera posible realizar Acciones sobre
exponentes racionales para extender la definicion de exponente a todos los
numeros reales. Para extender el Proceso de funcion exponencial a todos los
reales, los estudiantes necesitarian haber construido previamente un Esquema de
estructura de los nimeros reales, permitiéndoles razonar sobre nimeros
racionales, nimeros irracionales y sus expansiones decimales, lo cual es dificil en
el nivel de la escuela secundaria (p. €j., Kidron, 2018). Esto nos sugirié que la
extension a exponentes reales se obtiene mejor construyendo sobre la
comprension intuitiva del tiempo (los exponentes) como una cantidad continua
como en los modelos de crecimiento continuo de Ellis et al. (2015,2016). La
comprension intuitiva del tiempo como cantidad continua que tienen los
estudiantes puede compensar su falta de conocimiento sobre la estructura de los
numeros reales. Esto deja claro que los modelos continuos, como los de Ellis et al.
(2015, 2016) y Kuper y Carlson (2020), necesitan ser utilizados, ya sea adaptados
a los materiales 0 como componente de tarea para que los estudiantes puedan
extender un Proceso de funcion exponencial en los racionales a un Proceso de
funcién exponencial en los reales. Esto puede hacerse simultdneamente con el
estudio gréafico de estas funciones. Esto debera reconocerse en el nuevo disefio de
actividades para realizar un tercer ciclo de investigacion, ya que no se realiz6 en

este segundo ciclo de investigacion.
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En resumen, en el segundo ciclo todos los ocho estudiantes participantes
pudieron construir un Proceso de funcion exponencial en los naturales. Siete de
los ocho estudiantes pudieron encapsular el Proceso de funcion exponencial en los
enteros en un Objeto. El otro estudiante construy6 un Proceso de funcién
exponencial en los enteros. Despues, de los ocho estudiantes cuatro construyeron
un Objeto de raiz unitaria. Por ultimo, los cuatro estudiantes que construyeron un
Obijeto de raiz unitaria pudieron extender el Proceso de funcidn exponencial en
los enteros a un Proceso de funcion exponencial en los racionales.

Para ayudar a los estudiantes a desarrollar las construcciones mentales
definidas en la DG del segundo ciclo de investigacion adaptamos los materiales
de Ferrari-Escola et al. (2016) y usamos situaciones continuas como sugieren
Ellis, et al. (2015, 2016). Podemos conjeturar que el efecto de las modificaciones
que se le hicieron a los manipulativos para que los mismos representaran una
funcién como maquina y las actividades de aprendizaje permitieron que todos los
estudiantes pudieran construir un Proceso de multiplicacién repetida, asi como
otros Procesos y Objetos propuestos en la DG. Las modificaciones en los
materiales didacticos en este estudio facilitaron el razonamiento en los estudiantes
al permitir inquirir usando datos con significado para ellos, y relacionarlos a los
pardmetros de un modelo matematico exponencial de forma general f(x) = ab”.
La comprensidn en términos concretos del significado de los parametros a y b

ayudo a los estudiantes a analizar y comprender mejor los comportamientos
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relacionados a crecimiento o decrecimiento exponencial en diferentes situaciones
dadas en contexto. Aun mas, la nueva modificacion del manipulativo (funcion
como maquina) ayudo a los estudiantes participantes a construir un Objeto de
funcién exponencial en los enteros y conjeturar una regla general “f (x) = ab*”
para computar elementos de salida de la funcion exponencial. En fin, los nuevos
materiales didacticos disefiados para el segundo ciclo pudieron ayudar a los
estudiantes a mejorar la construccién de un Proceso de funcién exponencial en los
naturales para luego poder extender dicho Proceso a un Proceso de funcion
exponencial en los enteros y finalmente extender el Proceso de funcion
exponencial en los enteros a un Proceso de funcidn exponencial en los racionales.
Con lo que se aprendi6 durante la implementacion de las actividades de
aprendizaje en la sala de clases en el segundo ciclo, recomendamos hacer algunos
cambios a la DG y a los materiales didacticos para realizar un tercer ciclo de
investigacion. La actividad donde se buscaba que los estudiantes justificaran la
definicion del exponente cero basandose en las reglas para sumay cocientes de
exponenciales, no tuvo el efecto esperado. Esto hay que revisarlo. Por otra parte,
para que los estudiantes puedan construir un Proceso de raiz unitaria y puedan
tener una comprension de los exponentes racionales en general, conjeturamos que
los estudiantes necesitan hacer acciones sobre un Objeto de raiz unitaria para
poder extender funciones exponenciales en los enteros a un Proceso de funciones

exponenciales en los racionales. En el segundo ciclo, las actividades que se
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disefiaron fueron parcialmente exitosas. Hay que mejorar estas actividades y su
trato en el ciclo ACE para lograr una mayor reflexion. El rol del profesor es
crucial para fomentar la reflexion y discusion productiva en grupo, asi como la
discusion en el pleno de la clase. Las nuevas actividades de aprendizaje que sean
disefiadas para un tercer ciclo de investigacion y la implementacién del ciclo
ACE, tienen que promover la construccion de problemas o situaciones en las que
se enfatice la comprension verbal de exponentes racionales. En la revision de la
DG para un tercer ciclo de investigacidn hay que describir la construccién de
f(x) = ab* ynosolode f(x) = b*, como se hace al presente. Las actividades
que se disefiaron para “moverse a la derecha o izquierda en saltos” podian hacerse
sin fomentar la reflexidn que se buscaba. Hay que revisarlas.

Una limitacién principal de este estudio fue que no se pudo culminar con
la implementacion de todas las actividades disefiadas para obtener datos sobre las
construcciones de funcidn exponencial y funcién logaritmica a causa de los
contagios de algunos de los estudiantes participantes del estudio y de la maestra
colaboradora con Covid-19. Por motivos a aumentos de casos de contagios de
estudiantes y docentes con Covid-19 a causa de la pandemia en la escuela donde
se llevd a cabo este estudio, el director escolar tomé como medida administrativa
cautelar el cancelar las clases de forma presencial en las facilidades fisicas y
continuar con los procesos de clases de forma virtual en modalidad a distancia.

Los estudiantes tuvieron que finalizar sus estudios en modalidad virtual. Esta
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limitacion trajo como consecuencia el que no se pudiera continuar con el estudio
para finalizar la implementacion de las actividades: “Extendiendo la definicion de
funcion exponencial a los racionales”, “Propiedades de los exponentes que se
aplican en la funcion exponencial parte I, “Construccion de la Funcion
Logaritmo Parte I, “Construccion de la Funcién Logaritmo Parte 117 y
“Propiedades de Logaritmo”. Esta emergencia de salud impidio continuar con la
recoleccion de datos del estudio.

La limitacion principal de este estudio es que del material de Ferrari-
Escola et al. (2016) y Diaz-Berrios y Martinez-Planell (2022) no se puede esperar
razonablemente que los estudiantes de este nivel entiendan la extension a los
reales. Esto se debe en parte a que el estudio de tesis no trata el entendimiento
gréafico de las funciones exponenciales. Los estudiantes necesitan construir
gréaficas de funciones exponenciales que modelan comportamientos de
crecimiento y decaimiento para poder entender la extension de un Proceso de
funcién exponencial en los racionales a un Proceso de funcidn exponencial en los
reales.

El estudio tiene otras limitaciones, que incluyen: el ciclo de ensefianza
ACE (Arnon et al., 2014) necesita ser implementado con mas rigurosidad. Otros
temas como ecuaciones exponenciales y logaritmicas y el uso de funciones
exponenciales y logaritmicas para aplicaciones de modelado, deben ser

consideradas. Para finalizar, las actividades de aprendizaje que se proyectaban



117

implementar en el segundo ciclo resultaron ser muy largas. Hubo que redisefiar
gran parte de estas para que los estudiantes participantes pudieran contestar las
situaciones dadas en cada una de ellas en un intervalo de tiempo de 90 minutos y

cumplieran con los objetivos de este estudio.
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CAPITULO VI: CONCLUSION

Este estudio es esencialmente un estudio de replicacion conceptual
(Sanchez, 2020) basado en Ferrari-Escola et al. (2016) y Diaz-Berrios y Martinez-
Planell (2022). Creemos que hemos introducido suficientes diferencias para lograr
un equilibrio entre la verificacion de hechos (confirmacion) y la expansion del
conocimiento (novedad) para obtener una nueva comprension (Schmidt, 2009).
Las diferencias entre este estudio y el estudio previo de Diaz-Berrios et al. (2022)
incluyen: el redisefio de los manipulativos en Ferrari-Escola et al. (2016) para que
tomen la forma de funcién como méaquina, situaciones en contextos continuos
como sugieren Ellis, et al. (2015, 2016), disefios de diferentes actividades de
aprendizaje que incluyen situaciones dadas en contexto, y la poblacion de
estudiantes estaba tomando un curso mas avanzado (Precéalculo).

En este estudio, se modelo el crecimiento y decrecimiento exponencial
adaptadas al entorno del estudiantado puertorriquefio (globo aerostéatico del
pueblo de Jayuya), con una poblacion de estudiantes de secundaria. Este estudio
contribuye a la literatura existente al examinar como los estudiantes pueden
extender la idea de multiplicacién repetida a una funcién exponencial en los
numeros racionales. En este estudio se constata que al utilizar el material de
Ferrari-Escold et al. (2016) y Diaz-Berrios y Martinez-Planell (2022) con una
estrategia pedagdgica adecuada, la ensefianza utilizando el ciclo ACE (actividades

en grupos, discusion en clase, y ejercicios), los estudiantes de nivel secundario
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pueden construir un Proceso de funcidn exponencial en los nimeros racionales a
partir de multiplicacion repetida. En este estudio no se considero el entendimiento
gréafico de las funciones exponenciales y por lo tanto no se considerd la extension
de funcion exponencial de los racionales a todos los reales.

Las observaciones del estudio permiten refinar las actividades y la
descomposicion genética para que pueda ser puesta a prueba con mas ciclos de
experimentacién. Consideramos que se tiene que revisar el conjunto de
actividades en general, para que sean mas efectivas en ayudar a que los
estudiantes hagan las construcciones propuestas en la DG. Por ejemplo,
proponemos que para que los estudiantes construyan un Proceso de raiz unitaria
se debe dar énfasis a la representacidn verbal. Anticipamos que este énfasis va a
contribuir a que los estudiantes construyan un Proceso de raiz unitaria que luego
pueden encapsular en un Objeto sobre el cual hacer acciones para extender
funcién exponencial a todos los racionales. Otro ejemplo de una revision
importante es que la DG debe revisarse para incluir el estudio grafico de las
funciones exponenciales. Este estudio, apoyado en contextos continuos, puede
ayudar a extender funcion exponencial a todos los nimeros reales.

Para finalizar, los resultados de este estudio facilitaron datos que nos
permitieron contestar la primera pregunta de investigacién: La descomposicion
genética que se propone en esta tesis, ¢qué tan bien describe como los estudiantes

entienden funcion exponencial? Podemos afirmar que la DG describi6
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efectivamente lo que la mayor parte de los estudiantes pudieron construir para
entender funcidn exponencial. La mayor parte de los estudiantes construyeron un
Objeto de funcién exponencial en los enteros y algunos un Proceso de funcién
exponencial en los racionales. Esto es un logro importante del estudio ya que en el
primer ciclo de investigacion la mayor parte de los estudiantes no pudo realizar
estas construcciones.

Finalmente, los datos obtenidos en el estudio nos permitieron contestar la
segunda pregunta de investigacion: De las construcciones mentales conjeturadas
en la descomposicidn genética de funcion exponencial, ¢cudles son las
construcciones que estudiantes de secundaria dan muestra de poder hacer y las
que les causan dificultad? Las construcciones mentales conjeturadas en la
descomposicion genética que los estudiantes evidenciaron poder hacer fueron:
Proceso de multiplicacion repetida, coordinacion de un Proceso de multiplicacion
repetida con un Proceso de exponenciacion para construir un Proceso de funcion
exponencial en los naturales, extender el Proceso de funcion exponencial en los
naturales a un Proceso de funcidn exponencial en los enteros, y construir un
Proceso de raiz unitaria. La mitad de los estudiantes pudo extender este Gltimo

Proceso a un Proceso de funcidn exponencial en los racionales.

En el aspecto teorico, la adaptacion de la metodologia RBC+C de la teoria
de Abstraccion en Contexto para usarse como una herramienta en APOE para el

analisis de trabajo grupal de estudiantes, es otra aportacion de este estudio.
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Apéndice C
Entrevista semiestructurada

1) Indique si la siguiente tabla de valores corresponde a un modelo exponencial.

Explique.

g(x)
1
4
7

10
13
16

DO |IWIN|[FP (R

2) Una cantidad C crece exponencialmente, triplicandose cada hora. En un
momento dado hay 15 kilos de la cantidad.
a. ¢Cuantos Kkilos va a haber 5 horas después?
b. ¢Cuantos kilos va a haber h horas luego del momento inicial?
c. ¢Cuantos kilos habia 7 horas antes del momento inicial?

3) Una cantidad K crece exponencialmente, duplicAndose cada dia. Luego de 7
dias hay 25 gramos de la cantidad.
a. ¢Cudl serd la cantidad luego de 21 dias?
b. ¢Cudl era la cantidad inicial?
c. Sif(t) es la cantidad de gramos que hay luego de t dias, halle una formula
para f (t).

4) a. ¢Como usaria su calculadora para hallar un nimero que multiplicado por
si mismo 9 veces dé un resultado de 24?

¢Qué entiende por 2°%?

o

5) Si latabla a continuacion es de una funcion exponencial, ¢,como se pueden
hallar las salidas?
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Entrada

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

Salida

14

28

6) Suponga que hay una planta cuyo tamafio crece exponencialmente, que
inicialmente mide 5 centimetros y que duplica su tamafio cada semana.

¢En cuanto tiempo medira 100 centimetros?
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Apéndice D

Universidad Interamericana de Puerto Rico
Recinto de San German
Departamento de Estudios Graduados

Programa Doctoral (Ed. D) Matemaéticas

Haoja de validacion de expertos

Construccion y credibilidad del instrumento de preguntas para la entrevista que sc le
realizara a los participantes del estudio.
Luego de haber leido las preguntas realizadas por ¢l investigador para la entrevista,

evalie las mismas realizando una marca de cotejo en la alternativa segin su observacion.

Escala de medicion
Criterio Comentarios
Excelente Bueno Regular Deficiente

Clandad en | XXXXXX
el lenguaje
de las
pregunta
Pertinencia HAXHXX
de las
preguntas
Adecuacidad | XXXXX
de las
preguntas
Cantidad de HNNHXX
preguntas
Sintaxis KAXXHX

Comentarios generales

La calidad de las preguntas es excelente. No obstante, es posible que una entrevista con 9 preguntas y
varias subpreguntas sea demasiado extensa para estudiantes que tienen dificultades con el material. Es
importante tener un plan para manejar entrevistas que resulten demasiado largas donde el desempefio
del estudiante y del progio entrevistador pueda afectarse sencillamente por el factor cansancio. La
informacidn gue puede obtenerse del patrdn de pensamiento que siguen los estudiantes gue exhiben
dificultades con el material, puede ser muy valiosa, pues provee mecanismos para identificar aspectos
donde sea necesario disefiar intervenciones posteriores dirlgidas a re-ensefiar. Tener un plan bien
definido de manejo de la entrevista con estudiantes con dificultades puede resultar Otil al investigadaor.
Por otro lado, entiendo gue las preguntas planteadas de ninguna manera atentan contra la privacidad
de los entrevistados o levantan algin aspecto ético.

| Angel Luis Cruz Delgada
Copbl Ll
] L.a Catedrdtico, Departamento de Ciencias Matemdticas UPR Mayagiez



Universidad Interamericana de Puerto Rico
Recinto de San German
Departamento de Estudios Graduados

Programa Doctoral (Ed. D) Matematicas

Hoja de validacion de expertos

Construccion ¥ credibilidad del instrumento de preguntas para la entrevista que se le
realizara a los participantes del estudio.
Luego de haber leido las preguntas realizadas por ¢l investigador para la entrevista,

evalie las mismas realizando una marca de cotejo en la altemativa segin su observacion.

Escala de medicion
Criterio Comentarios
Excelente Bueno Hegular Deficiente
Clarnidad en X
el lenguaje
de las
pregunta
Pertinencia X
de las
preguntas
Adecuacidad X
de las
preguntas
Cantidad de X
preguntas
Sintaxis X

Comentarios generales:

La idea de hacer preguntas especifieas es decir con valores. v luego hacer la pregunia en el caso
L | [C DArCEE SXCCICIE R gl cstudianie Nende A ONCEDO 4

logarnitmao.

i
U/ TR
| .
Mombre: Olgama }ﬂvera Marraro

139



Universidad Interamericana de Puerto Rico
Recinto de San German
Departamento de Estudios Graduados

Programa Doctoral (Ed. D) Matemaéticas

Waja de v alidas v ide @3 Fins

Comatruconin v credibalsd del nstnemento de povpusias pars la ontrevists estrogSereda y
samasiructermds que se b reabeanh @ bos partgpantss del estude,
Lurgo de habey i las preguntas ieslivads por el ny eotigadon pars b antrevnta.

gy alie las msismss roah sandouna mas do ootopren ls shiomstiv e sepis sy obsry s

Fsvala de ma diciin
Criterin Coper niarios
[T T iy Hegular el lenie
Claswlsd an s projasta Zh,
gl lenpuaw cinbgng |a palabe
e lan s g ma e
pIe Rl n ginasder qug
debe pebuscar ol
worg b b | o
rodac b om sls
: proprias Ellhﬂl
eriine e
e las x Saen My
:-BL“‘ partingeis ol loma
Ardeouaas lad x fou may
el sdecusdss al s
[repanlas
©amtnlal iy % Lo sanbudad dy
pEepanlas pregunias is
winanberabl
Sinlanis En genevala
. [ LFLTY
NS

A oy niErees gene rales:
Las progunitas do su mstramento gulin bgn gonstrades v redas belas, Son porbmgnies pars ks
PR AN B T TR ST
f',luu r':lu.uu EM
Sanmi Meves Bomard, EJD
Depatamomnbo de Chmcss v Tecmobogia
Universalsd Inieramencasa de Puerio Rico

B inbo ale San Cierimsin

140



141

Apéndice E
Universidad Interamericana de Puerto Rico
Recinto de San German
Departamento de Estudios Graduados
Programa Doctoral (Ed. D) Matematicas
13 de octubre de 2021

A: Sr. Carlos Molina Rivera

Director y administrador de la Escuela San German Interamericana

De: Profesor Tomas Diaz Berrios
Doctorando del Programa Doctoral (Ed. D) Matematicas

Universidad Interamericana de Puerto Rico, Recinto de San German

Estimado Sr. Molina

Me dirijo a usted para pedirle autorizacion para realizar un estudio en la
Escuela San Germén Interamericana, la cual usted dirige. Me gustaria realizar un
estudio acerca de la ensefianza y aprendizaje de las funciones exponencial y
logaritmica con un grupo del curso de Precalculo de su escuela, con la aprobacion
y participacion de la Profesora Sonia J. Alers Castillo. Ya me comuniqué con esta
maestra via correo electronico y ella me ha expresado estar de acuerdo siempre y

cuando se cuente con su permiso. Este estudio nos va a permitir mejorar el
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aprendizaje de los estudiantes. La Profesora seleccionarad un grupo al cual le dicta
el curso de Precélculo para que participe del tratamiento del estudio. El
tratamiento consiste en actividades para ser hechas en grupos de 3 o0 4 estudiantes,
discusion en clase, y actividades para el hogar. La Profesora Sonia J. Alers
Castillo estara presente durante todo el tiempo de clase que se dedique a la
investigacion. El investigador principal estara presente en el saldn de clases
observando cada clase durante el tratamiento del estudio. Luego de terminado el
tratamiento se le administraran entrevistas semiestructuradas a un grupo de ocho
estudiantes. Las entrevistas a los ocho estudiantes seran grabadas mediante audio.
También se grabara en audio cuando los estudiantes estén utilizando los
manipulativos durante el desarrollo de las actividades de aprendizaje. Los datos
que se recopilen son confidenciales y se utilizaran solo para el propdsito indicado.
Se va a dar una carta de consentimiento para participacion en el estudio de
investigacion a los padres, madres o encargados de los estudiantes para que estos
den su aprobacion y también se dara una carta de asentimiento informado a los

estudiantes.

De tener alguna duda puede comunicarse con este servidor al correo electronico:

tomasmat301@ gmail.com.

Gracias por su atencion.
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Universidad Interamericana de Puerto Rico
Recinto de San German
Departamento de Estudios Graduados

Programa Doctoral (Ed. D) Matematicas

(LX_Autorizo _____ No autorizo) al Profesor Tomas Diaz Berrios, Doctorando
del Programa Doctoral (Ed. D) Mateméticas Universidad Interamericana de
Puerto Rico, Recinto de San Germén a realizar el estudio acerca de la ensefianza y
aprendizaje de las funciones exponencial y logaritmica con un grupo del curso de

Precélculo de mi escuela la cual dirijo.

Carlos Molina Rivera

Director y administrador de la Escuela San German Interamericana

/

Firma
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Apéndice F
Universidad Interamericana de Puerto Rico
Recinto de San German
Departamento de Estudios Graduados
Programa Doctoral (Ed. D) Matematicas
Carta de colaboracion para maestros
14 de septiembre de 2021

A: Profesora Sonia J. Alers Castillo

Profesora de Matematicas de la Escuela San German Interamericana

De: Profesor Tomas Diaz Berrios
Doctorando del Programa Doctoral (Ed. D) Matematicas

Universidad Interamericana de Puerto Rico, Recinto de San German

Estimada Sra. Alers

Me dirijo a usted para solicitarle su participacion voluntaria como maestra
participante en un estudio de investigacion. Me gustaria realizar un estudio acerca
de la ensefianza y aprendizaje de las funciones exponencial y logaritmica con un
grupo del curso de Precalculo que usted dicta en su escuela, con la aprobacion del
director y administrador de la Escuela San German Interamericana el Sr. Carlos

Molina Rivera. Ya he hablado con este director y él me ha dicho estar de acuerdo
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siempre y cuando se cuente con su participacion de forma voluntaria. Este estudio
nos va a permitir mejorar el aprendizaje de los estudiantes. Usted como profesora
de matematicas seleccionara un grupo al cual le dicta el curso de Precélculo para
que participe del tratamiento del estudio. El tratamiento consiste en actividades de
ensefianza para ser hechas en grupos de 3 0 4 estudiantes, discusion en clase, y
actividades de practica para el hogar. Usted estara presente durante todo el tiempo
de clase que se dedique a la investigacion. EI maestro investigador la adiestrara
utilizando un manual o guia para que pueda dar el tratamiento en el estudio por
medio de la implementacién de 11 actividades de aprendizaje y 11 hojas de
ejercicios de practica para que los estudiantes los realicen en el hogar. EI maestro
investigador estaré presente como observador cuando usted implante cada una de
las actividades del proyecto, para monitorear que la implementacion de las
mismas se lleve a cabo cumpliendo con los objetivos del disefio de estas.
También, el maestro investigador se reunira con usted después de cada actividad
para discutir acerca de la ejecucion de los estudiantes en la actividad, y hacer
cualquier ajuste a las actividades que se estime necesario. Se le va a pedir que
escoja dos grupos de cuatro estudiantes a quienes se van a grabar en audio
mientras estén participando en las actividades grupales. Estas seran grabadas por
el investigador principal. Luego de terminado el tratamiento se les administraran
entrevistas semiestructuradas a esos ocho estudiantes, de forma individual. Las
entrevistas a los estudiantes también seran grabadas en audio por el investigador
principal. Los datos que se recopilen son confidenciales y se utilizara solo para el
proposito indicado.

La colaboracion que solicitamos de usted en las actividades de este
estudio:

1. Esvoluntaria, con fines educativos y libre de riesgos a su persona. Debera
salvaguardar la confidencialidad de la informacion contenida en los

documentos (cartas de consentimiento y asentimiento informado).
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2. Entregar carta dirigida a padre, madre o encargado donde se explicara el
propdsito de la investigacion, los consentimientos informados a los
estudiantes para que los lleven a sus respectivos padres, madres o
encargados y recogerlos una vez estén firmados, a fin de confirmar la
autorizacion para la participacion de los estudiantes en el estudio.

3. Entregar los asentimientos informados a los estudiantes y recoger los
mismos debidamente completados y firmados por estos.

Si tiene preguntas adicionales respecto a la investigacion puede comunicarse

con este servidor al correo electronico: tomasmat301@gmail.com.

De usted estar de acuerdo con la colaboracidn que le solicito en esta
investigacion, por favor complete la informacion requerida y firme con tinta azul
el documento.

Gracias por su atencion.


mailto:tomasmat301@gmail.com

Universidad Interamericana de Puerto Rico

Recinto de San German
Departamento de Estudios Graduados

Programa Doctoral (Ed. D) Matematicas
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Acepto participar de forma voluntaria en estudio que realizara el Profesor Tomas

Diaz Berrios, Doctorando del Programa Doctoral (Ed. D) Matematicas

Universidad Interamericana de Puerto Rico, Recinto de San German acerca de la

ensefianza y aprendizaje de las funciones exponencial y logaritmica con un grupo

del curso de Precélculo que dicto en la Escuela San German Interamericana en la

cual trabajo.

Sonia J. Alers Castillo
Profesora de Matematicas de la Escuela San German Interamericana

é””uh Aote=2 2&!{/ oq/zr

Firma Fecha

Tomas Diaz Berrios

Doctorando del Programa Doctoral (Ed. D) Matematicas
Universidad Interamericana de Puerto Rico, Recinto de San German

= O e
14 de septiembre de 2021

Firma Fecha
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Apéndice G

Universidad Interamericana de Puerto Rico
Recinto de San German
Departamento de Estudios Graduados

Programa Doctoral (Ed. D) Matematicas

DOCUMENTO DE CONSENTIMIENTO INFORMADO PARA MADRES,
PADRES O ENCARGADOS DE LOS ESTUDIANTES

Titulo de la Investigacion: La ensefianza y aprendizaje de las funciones

exponenciales y logaritmicas en estudiantes de secundaria

Nombre del Investigador: Tomas Diaz Berrios

I. Propdsito de la Investigacion

El proposito de esta investigacion es: (1) Estudiar las construcciones
mentales que hacen los estudiantes para entender funcion exponencial y
funcidn logaritmica, aplicando la teoria APOE para ello. (2) Estudiar si la

ensefianza utilizando el ciclo ACE (actividades en grupos, discusion en clase,
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y ejercicios), contribuye al desarrollo de la comprensidn de las funciones

exponenciales y logaritmicas en estudiantes de secundaria.

Il. Participantes
Se seleccionaré un grupo de estudiantes de cada una de dos escuelas

privadas de nivel superior diferentes en Puerto Rico para que participe en el
estudio. En cada una de las escuelas se seleccionaran 8 estudiantes voluntarios
de duodécimo grado que estén tomando el curso de Precélculo. Para
seleccionar a los estudiantes participantes se usara el orden de llegada de los
documentos consentimiento y asentimiento informado firmados y unas
categorias (que se describen méas adelante) basadas en el aprovechamiento

académico en cursos previos de matematicas.

I11. Procedimientos

1) Entregar carta dirigida a padre, madre o encargado al maestro
colaborador del estudio una vez estén firmados, a fin de confirmar la
autorizacion para la participacion de los estudiantes en el estudio donde
se explicara el proposito de la investigacion.

2) Entregar los asentimientos informados del estudiante al maestro
colaborador del estudio una vez estén firmados, a fin de confirmar la

autorizacion para la participacién de los estudiantes en el estudio.
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Se van a escoger ocho estudiantes para participar en el estudio usando el
orden de entrega de los documentos firmados y tres categorias
relacionadas al aprovechamiento académicos de los estudiantes en el
curso de matematica previo: los primeros dos estudiantes con promedio
entre 90% y 100%, los primeros cuatro estudiantes con promedio entre
80% y 89%, los primeros dos estudiantes con promedio entre 70% y
79%.

Se llevara a cabo una entrevista semiestructurada creada por el
investigador para que los estudiantes participantes del estudio contesten
aspectos de contenido matematico.

Se estaran reuniendo a los estudiantes participantes de cada sub — grupo
en el periodo lectivo regular en que los estudiantes toman el curso de
Precalculo.

La participacion del estudiante consistira en contestar 11 actividades de
aprendizaje, 11 actividades ejercicios de practicas para realizar en el
hogar, y una entrevista de una hora al finalizar el tépico. Todos los
estudiantes en el salén de clases, incluyendo los estudiantes participantes
de este estudio, contestaran las mismas actividades en el periodo lectivo
del curso y tendran los mismos ejercicios de practica asignados para
hacer en el hogar. Todos los estudiantes trabajaran las actividades en

pequefios grupos de tres o cuatro estudiantes cada uno. La Unica
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diferencia es que las discusiones en los dos grupos en que estaran
ubicados los estudiantes participantes de este estudio se van a grabar en
audio, y se va a sacar copia del trabajo escrito de estos grupos, para que
luego puedan ser analizados por el investigador.

Las entrevistas semiestructuradas se llevaran a cabo en un salon privado
del plantel escolar.

Las grabaciones en audio de las actividades y entrevistas
semiestructuradas seran realizadas por el investigador principal.

Si su hijo desiste de participar en el estudio continuard tomando la clase
de Pre-célculo de forma normal. Su nota en el curso no se vera afectada.
Al estudiante no se le grabara su discusion en los grupos de estudio
donde el participara. Al estudiante no se le administrara la entrevista

semiestructurada al finalizar el tratamiento del estudio.

10) El investigador principal tendrd acceso al rendimiento académico del

estudiante en el curso de Pre-calculo.

11) El investigador principal estara presente en la sala de clases grabando en

audio las aportaciones de los estudiantes participantes durante el

tratamiento del estudio.

IV. Riesgos

La probabilidad es minima de que algun estudiante participante se vea

adversamente afectado por el proyecto. Entendemos que la investigacién no
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involucra ningun riesgo diferente de lo de la asistencia regular a la escuela. La
razon para esto es que todos los estudiantes en su salon de clase estaran
usando los mismos materiales para estudiar las funciones exponenciales y
logaritmicas. La Unica diferencia es que la discusion en grupo de estudiantes
participantes se va a grabar en audio, y de los otros estudiantes no. De darse
una situacion de “bullying”, esto puede representar un alto riesgo para el
estudiante; por eso se le da al estudiante diferentes opciones. Situaciones de
acoso de estudiantes, hostigamiento social o ansiedad, por ejemplo, que a
nuestro entender puedan ser consecuencia del proyecto, se pueden tratar
recordando al estudiante que esta libre de dejar el proyecto cuando quiera, y
dandole conocimiento de la situacion al maestro colaborador, para que la trate
con los protocolos y practicas usuales de la escuela. No obstante, pudiera
darse el caso que los estudiantes participantes voluntarios de este estudio sean
objeto de hostigamiento social. De ocurrir esto, si su padre, madre o
encargado asi lo desean, pueden ser atendidos por un estudiante practicante o
internista de psicologia de la UIPR-SG supervisado por un psicélogo

profesional, quienes le brindaran sus servicios de forma gratuita.

El proceso de apoyo a esta investigacion se realizara mediante los
procedimientos y normas de la Clinica de Consultoria y Servicios
Psicoldgicos de la UIPR-SG (CCSP). La CCSP ofrece sus servicios en un

escenario academico supervisado. Los horarios son de lunes a viernes de 8:00
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a.m. a 5:00 p.m. La colaboracion de los profesionales en Psicologia de esta

clinica para esta investigacion se describe como sigue:

e Las intervenciones con los sujetos en la investigacion, de ser
necesario, se realizaran por estudiantes practicantes e internos
supervisados de la UIPR-SG, bajo la direccion del Dr. Alfred Soler
Santos, con numero de licencia profesional 7080.

e Los servicios que se ofreceran seran: la primera intervencion
psicosocial, sesiones de desahogo y referidos a proveedores de salud
mental.

e Los servicios de la CCSP seran destinados gratuitamente a estudiantes
que participen en la investigacion y cuyos consentimientos y
asentimientos informados estén firmados. Esto excluye, familiares y
otros estudiantes del plantel escolar.

e Los servicios de la CCSP deberan ser coordinados por el investigador
principal y el padre, madre o encargado del estudiante, comunicandose
al (787) 264 — 1912 extension 7713/ 7718 o escribiendo al correo

electronico institucional: clinica psic@sangerman.inter.edu.

e Los servicios se realizaran en un periodo de 45 dias desde la fecha de

comienzo de la investigacion.


mailto:clínica_psic@sangerman.inter.edu
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e Los servicios e intervenciones se ofreceran exclusivamente en las
facilidades de la CCSP de la UIPR — SG edificio Harris Hall o

mediante plataforma virtual preestablecida.
V. Beneficios

Los estudiantes participantes tendran el beneficio de experimentar una
forma innovadora para la ensefianza de las funciones exponenciales y
logaritmicas. Se proyecta que los estudiantes participantes van a estar en
posicidn de obtener un entendimiento méas profundo de las funciones
exponencial y logaritmica del que usualmente obtendrian en un curso
tradicional. La informacion de esta investigacion podria conducir a mejorar en
el futuro las técnicas y estrategias de ensefianza en los cursos de Algebra 2 y
Precéalculo 1'y Il en una escuela publica o privada de nivel superior de Puerto
Rico. Los estudiantes participantes tendran el beneficio de ayudar a mejorar la

ensefianza de las funciones exponencial y logaritmica.

El estudiante participante no recibira ninguin beneficio econémico por

participar en este estudio.

Clausula de confidencialidad
Esta investigacion es con fines educativos. Durante el estudio, sélo se

busca informacién sobre como los estudiantes participantes construyen su
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conocimiento. Se mantendra la confidencialidad del estudiante y de la escuela

donde estudia. No se utilizara el nombre del estudiante en el estudio.

Los resultados de esta investigacion pueden ser publicados en revistas
cientificas de matematica educativa o ser presentados en un congreso de
investigaciones sobre temas de educacion matematica, pero la identidad del
estudiante no sera divulgada. Toda la informacion suministrada por el
estudiante en este estudio serd mantenida de acuerdo con el documento
normativo A — 1220 — 065 (Normas sobre la proteccion de los derechos de los
sujetos humanos que participan en proyectos o en actividades de

investigacion).

Los datos crudos solo seran accedidos por el investigador principal y su
comité de disertacion en la Universidad Interamericana de Puerto Rico. Las
notas y resultados que obtengan los estudiantes participantes en las
Actividades de Ensefianza y Ejercicios de Practica que completen como parte
de este proyecto, las usara el maestro colaborador para evaluar a los
estudiantes de la forma en que usualmente lo hace con todos sus estudiantes
en sus cursos. El investigador principal tendra acceso al trabajo o copia del
trabajo de estos estudiantes con el fin de obtener informacién para el estudio.
Los datos impresos se conservaran por tres afios en un archivo con llave en el

estudio del hogar del investigador principal. Al finalizar el tiempo requerido,
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se dispondran de los documentos, luego de ser triturados para reciclaje. Los
datos digitales de grabaciones en audio se almacenaran en un disco duro
externo que se encuentra en el estudio del hogar del investigador principal. Al

finalizar el tiempo requerido se eliminaran los archivos con los datos.

La copia del consentimiento informado que firma el padre, madre o
encargado serd conservada en un archivo con llave en el estudio del hogar del

investigador principal.

La informacidn puede ser revisada por el Comité de Derechos Humanos
(IRB siglas en inglés) de la Universidad Interamericana de Puerto Rico. El
IRB de la IAUPR — IRB es un cuerpo rector encargado por velar y proteger
que no se violen los derechos de los sujetos humanos que participan en

proyectos de investigacion.

VII. Compensacion

En esta investigacion, no habra ningun tipo de compensacion econémica.

VIIl. Voluntariedad

La participacion de su hijo o hija en este estudio es libre y voluntaria. Su
determinacion no resultara en ninguna penalidad o perdida de beneficios para

los cuales tenga derecho.
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IX.  Aceptacion del padre, madre o encargado del participante

La participacion de su hijo o hija en este estudio debe ser voluntaria. El
tiempo que dedique a las actividades del proyecto en su saldn de clases debe
ser el mismo que va a dedicar todos los estudiantes de su seccion para hacer

las mismas actividades.

Acepto que mi hijo o hija participe voluntariamente en esta investigacion.
Entiendo que sus responsabilidades como estudiante participante son:
contestar 11 actividades de aprendizaje, contestar 11 actividades de ejercicios
de practicas para realizar en el hogar y contestar una entrevista

semiestructurada al finalizar el tratamiento del estudio.

X. Aceptacidn del participante

Certifico que he leido este documento en el que se me explica los
procedimientos y condiciones para participar en esta investigacion y acepto
participar voluntariamente en la misma.

Fecha

Firma del participante

Fecha

Firma del Investigador

De tener alguna duda o pregunta con relacién a esta investigacion o sus derechos
como participante puede comunicarse con:
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IAUPR Institutional Review Board
PO BOX 363255 SAN JUAN PR 00936-3255
787-766-1912 ext. 2432

De surgir alguna otra duda o pregunta puede comunicase con el investigador en:

Profesor Tomés Diaz Berrios  Teléfono celular: 787 — 380 — 2495
tomasmat301@gmail.com

Investigador Principal

Dr. Rafael Martinez Planell
rmplanell@gmail.com

Director de Tesis

[NOTA: EL PARTICIPANTE TIENE DERECHO A RECIBIR COPIA DE
ESTE DOCUMENTO FIRMADO POR AMBAS PARTES]

El padre, madre o encargado podré solicitar una copia de este consentimiento al
investigador principal por medio de llamada telefénica o por medio de correo
electrénico.


about:blank
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Apéndice H

Universidad Interamericana de Puerto Rico
Recinto de San German
Departamento de Estudios Graduados

Programa Doctoral (Ed. D) Matematicas

DOCUMENTO DE CONSENTIMIENTO PARA MAESTRO
COLABORADOR

Titulo de la Investigacion: La ensefianza y aprendizaje de las funciones
exponenciales y logaritmicas en estudiantes de secundaria

Nombre del Investigador: Tomas Diaz Berrios
I. Propdsito de la Investigacion

El proposito de esta investigacion es: (1) Estudiar las construcciones
mentales que hacen los estudiantes para entender funcion exponencial y
funcion logaritmica, aplicando la teoria APOE para ello. (2) Estudiar si la
ensefianza utilizando el ciclo ACE (actividades en grupos, discusion en clase,
y ejercicios), contribuye al desarrollo de la comprension de las funciones

exponenciales y logaritmicas en estudiantes de secundaria.

I1. Participantes
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Se seleccionara un maestro colaborador de cada una de dos escuelas
privadas diferentes en Puerto Rico para que participe en el estudio. En cada
una de las escuelas se seleccionaran 8 estudiantes voluntarios de duodécimo
grado que estén tomando el curso de Precélculo. Para seleccionar a los
estudiantes participantes se usara el orden de llegada de los documentos
consentimiento y asentimiento informado firmados y unas categorias (que se
describen mas adelante) basadas en el aprovechamiento académico en cursos

previos de matematicas.

I11. Procedimientos

1) Se llevara a cabo una entrevista estructurada a maestros colaboradores que
dictan el curso de Precalculo para buscar informacion sobre como dictan
el contenido de los tdpicos funciones exponenciales y logaritmica en su
clase, incluyendo: métodos pedagogicos, uso e integracion de tecnologias,
identificacion de topicos que el maestro colaborador cubre, el tiempo
aproximado que dedica, y la importancia que para el maestro tienen estos
topicos. Toda la informacion que se obtenga en esta entrevista solo sera
utilizada para fines de esta investigacion. Se mantendra la
confidencialidad del maestro y de la informacién que se recojaen la

entrevista.
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El maestro colaborador debe entregar carta dirigida a padre, madre
o encargado donde se explicara el proposito de la investigacion, los
consentimientos informados a los estudiantes para que los lleven a
sus respectivos padres, madres 0 encargados y recogerlos una vez
estén firmados, a fin de confirmar la autorizacion para la
participacion de los estudiantes en el estudio.

Entregar los asentimientos informados a los estudiantes y recoger
los mismos debidamente completados y firmados por estos.

El maestro y el investigador principal deben salvaguardar la
confidencialidad de la informacion contenida en los documentos
(cartas dirigidas a los padres sobre el propdsito del estudio, cartas
de consentimiento y asentimiento informado).

Los ocho estudiantes que participaran en el estudio se van a
determinar usando el orden de entrega de los documentos firmados
y tres categorias relacionadas al aprovechamiento académicos de
los estudiantes en el curso de matematica previo: los primeros dos
estudiantes con promedio entre 90% y 100%, los primeros cuatro
estudiantes con promedio entre 80% y 89%, los primeros dos
estudiantes con promedio entre 70% y 79%. EI maestro
colaborador sera el Unico que tenga acceso a los expedientes

académicos de los estudiantes.
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Los estudiantes de la seccion de curso de Precalculo seran
divididos en grupos de tres o cuatro estudiantes. Los estudiantes
participantes formaran dos grupos de cuatro estudiantes, donde
cada grupo tiene exactamente un estudiante con promedio entre
90% a 100%, y un estudiante con promedio entre 70% y 79%. El
investigador interaccionara con los dos grupos de estudiantes
participantes y el maestro colaborador con los otros grupos de
estudiantes no participantes. Todos los grupos trabajaran de forma
colaborativa con actividades disefiadas por el investigador.

El maestro colaborador junto con el investigador principal decidira
el momento propicio para llevar a cabo discusiones de las
actividades en el pleno de la clase.

El maestro colaborador asignara a los estudiantes ejercicios de
practica disefiados por el investigador para hacer en el hogar.

La participacion del estudiante consistira en contestar 11
actividades de aprendizaje, 11 actividades ejercicios de practicas
para realizar en el hogar, y una entrevista de una hora al finalizar el
topico. Todos los estudiantes en el salon de clases, incluyendo los
estudiantes participantes de este estudio, contestaran las mismas
actividades de ensefianza en el periodo lectivo del curso y tendran

los mismos ejercicios de practica asignados para hacer en el hogar.
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El investigador principal evaluaré el trabajo de los estudiantes
participantes del estudio y el maestro colaborador evaluara es
trabajo del resto de los estudiantes. El investigador principal
solamente usara datos obtenidos de los estudiantes participantes.
Todos los estudiantes trabajaran las actividades en pequefios
grupos de tres o cuatro estudiantes cada uno. La Unica diferencia es
que las discusiones en los dos grupos en que estaran ubicados los
estudiantes participantes de este estudio se van a grabar en audio, y
se va a sacar copia del trabajo escrito de estos grupos, para que
luego puedan ser analizados por el investigador. El investigador
principal estara presente durante todas las clases en que se lleven a
cabo las actividades de aprendizaje como parte del tratamiento del
estudio de investigacion.

10) El maestro colaborador se reunira con el investigador principal
después de cada clase (donde se discutan los tépicos del estudio)
para discutir el resultado de la actividad y redisefiar de ser
necesario las actividades a discutirse en la proxima clase.

11) El maestro colaborador coordinara entrevistas semiestructuradas
acerca de aspectos de contenido matematico que el investigador
realizara a los ocho estudiantes participantes. Estas entrevistas se

haran de forma individual a cada estudiante con una duracion de
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aproximadamente una hora cada una. Las entrevistas
semiestructuradas se llevaran a cabo en un salon privado del
plantel escolar, se graban en audio y seran realizadas por el
investigador principal.

IV. Riesgos

El estudio puede conllevar posibles riesgos para el estudiante
participante y el maestro colaborador.

La probabilidad es minima de que algun estudiante participante se vea
adversamente afectado por el proyecto. Entendemos que la investigacion no
involucra ningun riesgo diferente de lo de la asistencia regular a la escuela. La
razon para esto es que todos los estudiantes en su salon de clase estaran
usando los mismos materiales para estudiar las funciones exponenciales y
logaritmicas. La Unica diferencia es que la discusion en grupo de estudiantes
participantes se va a grabar en audio, y de los otros estudiantes no. De darse
una situacion de “bullying”, esto puede representar un alto riesgo para el
estudiante; por eso se le da al estudiante diferentes opciones. Situaciones de
acoso de estudiantes, hostigamiento social o ansiedad, por ejemplo, que a
nuestro entender puedan ser consecuencia del proyecto, se pueden tratar
recordando al estudiante que esta libre de dejar el proyecto cuando quiera, y

dandole conocimiento de la situacion al maestro colaborador, para que la trate
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con los protocolos y practicas usuales de la escuela. No obstante, pudiera
darse el caso que los estudiantes participantes voluntarios de este estudio sean
objeto de hostigamiento social. De ocurrir esto, si su padre, madre o
encargado asi lo desean, pueden ser atendidos por un estudiante practicante o
internista de psicologia de la UIPR-SG supervisado por un psicélogo
profesional, quienes le brindaran sus servicios de forma gratuita.

El proceso de apoyo a esta investigacion se realizara mediante los
procedimientos y normas de la Clinica de Consultoria y Servicios
Psicoldgicos de la UIPR-SG (CCSP). La CCSP ofrece sus servicios en un
escenario académico supervisado. Los horarios son de lunes a viernes de 8:00
a.m. a 5:00 p.m. La colaboracién de los profesionales en Psicologia de esta
clinica para esta investigacion se describe como sigue:

e Las intervenciones con los sujetos en la investigacion, de ser
necesario, se realizaran por estudiantes practicantes e internos
supervisados de la UIPR-SG, bajo la direccién del Dr. Alfred Soler
Santos, con numero de licencia profesional 7080.

e Los servicios que se ofreceran seran: la primera intervencion
psicosocial, sesiones de desahogo y referidos a proveedores de salud
mental.

e Los servicios de la CCSP seran destinados gratuitamente a estudiantes

que participen en la investigacion y cuyos consentimientos y
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asentimientos informados estén firmados. Esto excluye, familiares y
otros estudiantes del plantel escolar.

Los servicios de la CCSP deberan ser coordinados por el investigador
principal y el padre, madre o encargado del estudiante, comunicandose
al (787) 264 — 1912 extension 7713/ 7718 o escribiendo al correo

electrénico institucional: clinica psic@sangerman.inter.edu.

Los servicios se realizaran en un periodo de 45 dias desde la fecha de
comienzo de la investigacion.

Los servicios e intervenciones se ofreceran exclusivamente en las
facilidades de la CCSP de la UIPR — SG edificio Harris Hall o

mediante plataforma virtual preestablecida.

Para el maestro colaborador del estudio, su participacién pudiera conllevar

riesgo de ansiedad por cuanto exige un esfuerzo adicional a su labor usual.

Para subsanar este riesgo:

El investigador principal coordinara una reunion previa a la
implementacidn del proyecto con el maestro colaborador donde se
explica que el proyecto investiga construcciones mentales que
estudiantes pueden hacer para entender funciones exponenciales y
logaritmicas y que no se centra en la didactica del topico. Ademas, se
discutira de manera global aspectos del contenido y de la técnica

didactica que se va a usar en el proyecto.
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e Elinvestigador principal va a acordar con el maestro colaborador
reuniones donde analicen lo que sucedid en la clase anterior y como
esto puede afectar la clase siguiente. El proposito de la reunion es
principalmente para la evaluacion de las actividades de aprendizaje
propuestas, las cuales son experimentales. No debe entenderse en
ningdn momento que se esta evaluando la intervencion del maestro
colaborador y asi constara en todos los documentos de la
investigacion. Antes de la implementacion en clase de cada actividad
se van a discutir las soluciones, y posibles dificultades que tengan los
estudiantes.

e El maestro colaborador puede retirarse del proyecto cuando asi lo
desee.

e Entodo momento se respetara la libertad de catedra del maestro
colaborador.

La identidad del maestro colaborador no se da a conocer en ningiin momento
y todos los datos que se obtengan, incluyendo su entrevista estructurada, seran
mantenidos en estricta confidencialidad y seran destruidos después de tres
afios.

V. Beneficios
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El maestro colaborador tendra el beneficio de conocer un nuevo enfoque
para la ensefianza de las funciones exponenciales y logaritmicas y ponerlo en
practica en su salon de clases. La informacion de esta investigacion podria
conducir a mejorar en el futuro sus técnicas y estrategias de ensefianza en los
cursos de Algebra 2 y Precélculo 1y 11. El maestro colaborador va a estar en
posicidn de conceptualizar con mayor efectividad y ofrecer a los estudiantes
un entendimiento mas profundo de las funciones exponencial y logaritmica
del que usualmente obtendrian en un curso tradicional.

El maestro colaborador no recibira ningan beneficio econémico por
participar en este estudio.

Clausula de confidencialidad

Esta investigacion es con fines educativos. Durante el estudio no se pasa
juicio sobre su ejecutoria como maestra de matematicas, solo se busca
informacidn sobre cdmo los estudiantes participantes construyen su
conocimiento. Se mantendra la confidencialidad de su identidad y de la
escuela donde trabaja. No se utilizard su nombre en el estudio.

Los resultados de esta investigacion pueden ser publicados en revistas
cientificas de matematica educativa o ser presentados en un congreso de
investigaciones sobre temas de educacion matematica, pero la identidad suya
no serd divulgada. La informacién suministrada por usted en este estudio a

través de los instrumentos de recoleccion de informacién serd mantenida de



169

acuerdo con el documento normativo A — 1220 — 065 (Normas sobre la
proteccion de los derechos de los sujetos humanos que participan en proyectos
0 en actividades de investigacion).

Los datos crudos solo seran accedidos por el investigador principal y su
comité de disertacion en la Universidad Interamericana de Puerto Rico. Las
notas y resultados que obtengan los estudiantes participantes en las
Actividades de Ensefianza y Ejercicios de Practica que completen como parte
de este proyecto, las usara el maestro colaborador para evaluar a los
estudiantes de la forma en que usualmente lo hace con todos sus estudiantes
en sus cursos. El investigador principal tendra acceso al trabajo o copia del
trabajo de estos estudiantes con el fin de obtener informacion para el estudio.
Los datos impresos se conservaran por tres afios en un archivo con llave en el
estudio del hogar del investigador principal. Al finalizar el tiempo requerido,
se dispondran los documentos, luego de ser triturados para reciclaje. Los datos
digitales de grabaciones en audio se almacenaran en un disco duro externo que
se encuentra en el estudio del hogar del investigador principal. Al finalizar el
tiempo requerido se eliminaran los archivos con los datos.

La copia del consentimiento informado que firma el maestro colaborador
sera conservada en un archivo con llave en el estudio del hogar del
investigador principal y se destruird después de tres afos.

VIl. Compensacion
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En esta investigacion, no habra ningun tipo de compensacion economica.
VIIl.Voluntariedad
La participacion de usted en este estudio es libre y voluntaria.
IX.  Responsabilidad del participante
Su participacion en este estudio debe ser voluntaria. Llevara a cabo y/o
coordinara las actividades que se describen en la seccion 111 de este
documento (Procedimientos).
X. Aceptacion del participante

Certifico que he leido este documento en el que se me explica los
procedimientos y condiciones para participar en esta investigacion y acepto
participar voluntariamente en la misma.

=) U= cecha I1[07/2021
S

Firma del participante

Fecha

Firma del Investigador

De tener alguna duda o pregunta con relacién a esta investigacion o sus derechos
como participante puede comunicarse con:

IAUPR Institutional Review Board
PO BOX 363255 SAN JUAN PR 00936-3255
787-766-1912 ext. 2432

De surgir alguna otra duda o pregunta puede comunicase con el investigador en:
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Profesor Tomas Diaz Berrios  Teléfono celular: 787 — 380 — 2495
tomasmat301@gmail.com

Investigador Principal

Dr. Rafael Martinez Planell
rmplanell@gmail.com

Director de Tesis

[NOTA: EL PARTICIPANTE TIENE DERECHO A RECIBIR COPIA DE
ESTE DOCUMENTO FIRMADO POR AMBAS PARTES]

El maestro colaborador podra solicitar una copia de este consentimiento al
investigador principal por medio de llamada telefénica o por medio de correo
electrénico.
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Apéndice |

Universidad Interamericana de Puerto Rico
Recinto de San German
Departamento de Estudios Graduados

Programa Doctoral (Ed. D) Matematicas

DOCUMENTO DE ASENTIMIENTO INFORMADO PARA
ESTUDIANTES PARTICIPANTES

Titulo de la Investigacion: La ensefianza y aprendizaje de las funciones
exponenciales y logaritmicas en estudiantes de secundaria

Nombre del Investigador: Tomas Diaz Berrios
I. Propdsito de la Investigacion

El proposito de esta investigacion es: (1) Estudiar las construcciones
mentales que hacen los estudiantes para entender funcion exponencial y
funcién logaritmica, aplicando la teoria APOE para ello. (2) Estudiar si la
ensefianza utilizando el ciclo ACE (actividades en grupos, discusién en clase,
y ejercicios), contribuye al desarrollo de la comprension de las funciones
exponenciales y logaritmicas en estudiantes de secundaria.

I1. Participantes
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Se seleccionara un grupo de estudiantes de cada una de dos escuelas
privadas de nivel superior diferentes en Puerto Rico para que participe en el
estudio. En cada una de las escuelas se seleccionaran 8 estudiantes voluntarios
de duodécimo grado que estén tomando el curso de Precalculo. Para
seleccionar a los estudiantes participantes se usara el orden de llegada de los
documentos consentimiento y asentimiento informado firmados y unas
categorias (que se describen mas adelante) basadas en el aprovechamiento
académico en cursos previos de matematicas.

I11. Procedimientos

1) EIl maestro entregara al estudiante un documento de asentimiento
informado para asegurar que la participacion del estudiante es
enteramente voluntaria y dejarle saber que si prefiere no participar esto
no afectard su nota en el curso.

2) EIl maestro enviara con el estudiante un documento de consentimiento
informado dirigido a padre, madre o encargado para su autorizacion.

3) Se van a escoger ocho estudiantes para participar en el estudio usando el
orden de entrega de los documentos firmados y tres categorias
relacionadas al aprovechamiento académicos de los estudiantes en el
curso de matematica previo: los primeros dos estudiantes con promedio

entre 90% y 100%, los primeros cuatro estudiantes con promedio entre
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80% y 89%, los primeros dos estudiantes con promedio entre 70% y
79%.

4) Se estaran reuniendo a los estudiantes participantes en dos grupos de
cuatro estudiantes en el periodo lectivo regular en que los estudiantes
toman el curso de Precalculo. Los otros estudiantes que estén tomando el
curso de Precalculo también estaran divididos en grupos de cuatro
estudiantes.

5) La participacion del estudiante consistira en contestar 11 actividades de
aprendizaje, 11 actividades ejercicios de practicas para realizar en el
hogar, y una entrevista de una hora al finalizar el tépico. Todos los
estudiantes en el salén de clases, incluyendo los estudiantes no
participantes de este estudio, contestaran las mismas actividades en el
periodo lectivo del curso y tendran los mismos ejercicios de practica
asignados para hacer en el hogar. La Unica diferencia es que las
discusiones en los dos grupos en que estaran ubicados los estudiantes
participantes de este estudio se van a grabar en audio, y se va a sacar
copia del trabajo escrito de estos grupos, para que luego puedan ser
analizados por el investigador. Ademas, el investigador principal estara
presente interaccionando con los estudiantes participantes, mientras el
maestro regular del curso interacciona con los grupos de estudiantes no

participantes.
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6) El investigador principal llevara a cabo entrevistas semiestructuradas al
finalizar el topico de funciones exponenciales y logaritmicas en un salon
privado del plantel escolar. La entrevista a cada estudiante durara
aproximadamente una hora.

7) Las grabaciones en audio de las actividades en el salon de clases y las
entrevistas semiestructuradas seran realizadas por el investigador
principal.

8) ElI estudiante participante puede dejar de participar en el estudio si asi lo
desea. Si usted como estudiante participante voluntario desiste de
participar en el estudio continuara tomando la clase de Precélculo de forma
normal. Su nota en el curso no se vera afectada. A usted no se le grabara
su discusion en los grupos de estudio donde participara. A usted no se le
administrara la entrevista semiestructurada al finalizar el tratamiento del
estudio.

9) El investigador principal tendra acceso a su rendimiento académico en el
curso de Precélculo.

10) El investigador principal estara presente en la sala de clases grabando en
audio las aportaciones que usted facilite como estudiante participante
durante el tratamiento del estudio.

IV. Riesgos
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La probabilidad es minima de que algun estudiante participante se vea
adversamente afectado por el proyecto. Entendemos que la investigacion no
involucra ningun riesgo diferente de lo de la asistencia regular a la escuela. La
razon para esto es que todos los estudiantes en su saldn de clase estaran
usando los mismos materiales para estudiar las funciones exponenciales y
logaritmicas. La Unica diferencia es que la discusion en grupo de estudiantes
participantes se va a grabar en audio, y de los otros estudiantes no. De darse
una situacion de “bullying”, esto puede representar un alto riesgo para el
estudiante; por eso se le da al estudiante diferentes opciones. Situaciones de
acoso de estudiantes, hostigamiento social o ansiedad, por ejemplo, que a
nuestro entender puedan ser consecuencia del proyecto, se pueden tratar
recordando al estudiante que esta libre de dejar el proyecto cuando quiera, y
dandole conocimiento de la situacion al maestro colaborador, para que la trate
con los protocolos y practicas usuales de la escuela. No obstante, pudiera
darse el caso que los estudiantes participantes voluntarios de este estudio sean
objeto de hostigamiento social. De ocurrir esto, si su padre, madre o
encargado asi lo desean, pueden ser atendidos por un estudiante practicante o
internista de psicologia de la UIPR-SG supervisado por un psicélogo

profesional, quienes le brindaran sus servicios de forma gratuita.
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El estudio no constituye ningln riesgo para la nota del estudiante porque
el contenido de la entrevista semiestructurada solo es accesible al investigador
principal.

V. Beneficios

Los estudiantes participantes tendran el beneficio de experimentar una
forma innovadora para la ensefianza de las funciones exponenciales y
logaritmicas. Se proyecta que los estudiantes participantes van a estar en
posicidn de obtener un entendimiento méas profundo de las funciones
exponencial y logaritmica del que usualmente obtendrian en un curso
tradicional. La informacion de esta investigacion podria conducir a mejorar en
el futuro las técnicas y estrategias de ensefianza en los cursos de Algebra 2 y
Precéalculo 1'y Il en una escuela publica o privada de nivel superior de Puerto
Rico. Los estudiantes participantes tendran el beneficio de ayudar a mejorar la
ensefianza de las funciones exponencial y logaritmica.

El estudiante participante no recibird ningin beneficio econémico por
participar en este estudio.

Clausula de confidencialidad

Esta investigacion es con fines educativos. Durante el estudio, sélo se
busca informacién sobre como los estudiantes participantes construyen su
conocimiento. Se mantendra la confidencialidad del estudiante y de la escuela

donde estudia. No se utilizara el nombre del estudiante en el estudio.
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Los resultados de esta investigacion pueden ser publicados en revistas
cientificas de matematica educativa o ser presentados en un congreso de
investigaciones sobre temas de educacion matematica, pero la identidad del
estudiante no sera divulgada. Toda la informacion suministrada por el
estudiante en este estudio serd mantenida de acuerdo con el documento
normativo A — 1220 — 065 (Normas sobre la proteccion de los derechos de los
sujetos humanos que participan en proyectos o en actividades de
investigacion).

Los datos crudos solo seran accedidos por el investigador principal y su
comité de disertacion en la Universidad Interamericana de Puerto Rico. Las
notas y resultados que obtengan los estudiantes participantes en las
Actividades de Ensefianza y Ejercicios de Practica que completen como parte
de este proyecto, las usara el maestro colaborador para evaluar a los
estudiantes de la forma en que usualmente lo hace con todos sus estudiantes
en sus cursos. El investigador principal tendra acceso al trabajo o copia del
trabajo de estos estudiantes con el fin de obtener informacion para el estudio.
Los datos impresos se conservaran por tres afios en un archivo con llave en el
estudio del hogar del investigador principal. Al finalizar el tiempo requerido,
se dispondran los documentos, luego de ser triturados para reciclaje. Los datos

digitales de grabaciones en audio se almacenaran en un disco duro externo que
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se encuentra en el estudio del hogar del investigador principal. Al finalizar el
tiempo requerido se eliminaran los archivos con los datos.

La copia del consentimiento informado que firma el padre, madre o
encargado serd conservada en un archivo con llave en el estudio del hogar del
investigador principal.

VI1. Compensacion
En esta investigacion, no habra ningun tipo de compensacion econémica.
VIIl.Voluntariedad

Su participacion en este estudio es libre y voluntaria. Su no participacion
en este estudio no resultard en ninguna penalidad o no afectara su nota en el
curso de Precalculo de ninguna manera.

IX. Responsabilidad del estudiante participante

Las responsabilidades del estudiante participante son: contestar 11
actividades de aprendizaje trabajando en grupo, contestar 11 actividades de
ejercicios de practicas para realizar en el hogar y contestar una entrevista
semiestructurada al finalizar el tratamiento del estudio.

X. Aceptacion del estudiante participante

Certifico que he leido este documento en el que se me explica los

procedimientos y condiciones para participar en esta investigacion y acepto

participar voluntariamente en la misma.
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Fecha

Firma del participante

Fecha

Firma del Investigador

De tener alguna duda o pregunta con relacion a esta investigacion o sus derechos
como participante puede comunicarse con:

IAUPR Institutional Review Board
PO BOX 363255 SAN JUAN PR 00936-3255
787-766-1912 ext. 2432

De surgir alguna otra duda o pregunta puede comunicase con el investigador en:

Profesor Tomés Diaz Berrios  Teléfono celular: 787 — 380 — 2495
tomasmat301@gmail.com

Investigador Principal

Dr. Rafael Martinez Planell
rmplanell@gmail.com

Director de Tesis

[NOTA: EL PARTICIPANTE TIENE DERECHO A RECIBIR COPIA DE
ESTE DOCUMENTO FIRMADO POR AMBAS PARTES]

El estudiante participante podra solicitar una copia de este consentimiento al
investigador principal por medio de llamada telefénica o por medio de correo
electrénico.
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Apéndice J
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Apéndice K
Actividad de Aprendizaje 0 (A0)
Repaso de exponentes enteros
(Actividad 0A)
Notacion Exponencial
Definicion: Para cualquier nimero natural n,

b"=bXbXb..b.

|_'_I

n factores de b.

Ejemplos de expresiones algebraicas en notacion exponencial

b= bt Si no se da el exponente es b a la primera potencia.
b xb = b? b al cuadrado o a la segunda potencia.

b xb xb= b3 b al cubo o a la tercera potencia.

b xb xb xb= b* b a la cuarta potencia.

b xbxbxb Xxb= b® b a la quinta potencia.

(Actividad 0B) Repasando aun mas la notacion exponencial

1. Escribe cada uno de estos enunciados en notacion exponencial. No lleve a
cabo la multiplicacion.

a) 3Xx3x3x3x3x3x3x%x3
b) 1.02 x 1.02 x 1.02 x 1.02

c) 0.7x0.7x%x0.7%x0.7x%x0.7x0.7
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111,11 _1_1_1
d) (—x—x—x—x—x—x—x—)

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
e) 22X22X 22X 22X 22X 22X 22
f) ara-a-a-a-a-a*b-b-b

Expande cada una de las siguientes expresiones para expresarlas sin usar
notacion de exponentes, como productos repetidos. No simplifique.

a) 3°x2*

b) a®-b*

c) 9-47

d) (5p%)*

e) 3(b%)?

Evalla cada una de las siguientes expresiones exponenciales.
a) 63

b) 2-5*

) (2-5)*

d) (2b)°

e) (3ab)?

0 ()

EvalUe cada expresion.
a) 3212 . 3300
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Reflexione sobre el problema en la parte a y explique en sus propias

palabras por qué en general, b"b™ =b™".

5128
b) =
Reflexione sobre el problema en la parte b y expligue en sus propias
. E _ bn—m
palabras por qué en general, o :
6
C) (5200)
Reflexione sobre el problema en la parte b y explique en sus propias
palabras por qué en general, (b" )m —=p™m
1.08°
d) 1.08°
Reflexione acerca del problema anterior y explique su relacion con la
n
férmula b_m =p"™" y con la definicion del exponente cero.
e) 1.04°
(Para esta expresion exponencial, justifiquen la definicion del
exponente cero basandose en otras propiedades de exponentes.)
f) (6b)°

Reflexione acerca del problema anterior y explique en sus propias palabras
por qué en general es cierto que (ab)n =a"b"

g) (5192)6 . (5278)9
Exprese sin usar exponentes negativos:

a) 57 d L

b—4
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b) b e) b™*b®
c) — f) b°b*
) : )

Considere la expresion b"b™ =b"™".

a) Indique si es 0 no es valida en el caso que una de n 0 m es cero, 0 que
ambas n y m son cero. Expligue su respuesta.

b) Indique si es 0 no es valida en el caso que m — —n . Explique su
respuesta.

- - 7 n
Considere la expresion o= b ™.
a) Indique si es o no es valida en el caso que una de n 0 m es cero, 0 que
ambas n y m son cero. Expligue su respuesta.

b) Indique si es 0 no es valida en el caso que m—n . Explique su
respuesta.

c) Indique si es 0 no es valida en el caso que m > n . Explique su
respuesta.
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Apéndice L
Actividad de Aprendizaje 1 (A1)

(Actividad 1A) Estudiando sucesiones exponenciales, considerando “el moverse a
la derecha en pasos unitarios”

Instrucciones:

|

By 3 5

-
Entrad

Manipulativo Representacion
Funcién como Maquina
L

Una funcidn es una relacion de correspondencia entre un conjunto de entradas y
un conjunto de salidas, de forma tal que a cada elemento en el conjunto de entradas
le corresponde uno y sélo un elemento del conjunto de salidas. El conjunto de
entradas también se llama dominio, y el conjunto de salidas también se conoce
como campo de valores o alcance.

Una funcion se puede pensar como una maquina que transforma entradas en
salidas.

En estas actividades de aprendizaje utilizards como manipulativo
una ficha en la cual la parte inferior se da un elemento de entrada y
en la parte superior de la ficha se da el elemento de salida
correspondiente.
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¢ Qué es el globo aerostatico de Jayuya?

Basicamente se trata de un enorme globo
aerostatico (lleno de helio) que esta atado al suelo con
capacidad para que hasta 30 personas disfruten de las

increibles vistas de Jayuyay la isla. Es una experiencia

totalmente Unica aqui en Puerto Rico y actualmente

solo hay unos 20 lugares alrededor del mundo que ofrecen tal experiencia.

El globo aerostatico en Jayuya es el mas alto del mundo al estar ubicado en
una altura de 975.36 m en una estacion base sobre el nivel del mar y cuando esté
en pleno vuelo, los pasajeros volaran a unos 152.4 m sobre el suelo, lo que equivale
a una altura de alrededor de 1,127.76 m sobre el nivel del mar. El tiempo de vuelo

es de alrededor de 8 a 15 minutos.

En el caso del globo aerostatico de Jayuya una ficha como

diria que al

transcurrir 3 minutos de vuelo (entrada) la altura del globo era aproximadamente

20 m (salida).

En esta actividad tendras que buscar patrones utilizando las fichas provistas
para completar diferentes listas y descubrir las reglas que estan ocultas en cada una

de ellas. La actividad te desafiara continuamente.
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Primera Ronda del Estudio Estimacién de la Altura de un Globo Aerostatico,

duplicandose por minutos de vuelo en el pueblo de Ponce

Suponga que en el pueblo de Ponce se proyecta que el factor
multiplicativo o de crecimiento de la altura de un globo aerostatico, es tal que
la altura en metros se duplica por minutos como muestran algunos de los

datos del estudio.

Ordena las fichas utilizando los nimeros que se encuentran en la parte
inferior de la ficha y encuentra un patrén para completar los términos de las
otras fichas que faltan.

Altura del globo

aerostatico en 1 2 32 128 512

(metros)

Tiempo de 0| 1|2 5 7 9 |10 13 | 14
vuelo (minutos)

a. ¢ldentificaste algun patrén o regla para determinar los términos que
faltan?

b. Laprogresién ¢aumenta o disminuye?

c. ¢Cudl era la altura de la cesta del globo aerostatico cuando se
comenzaron a tomar datos?

Segunda Ronda del Estudio Estimacién de la Altura de un Globo Aerostatico,
por minutos de vuelo en el pueblo de Mayagiez

En el pueblo de Mayagiiez un modelo matematico proyecta que hay un
factor multiplicativo constante (o factor de crecimiento) en la altura de un
globo aerostatico, o sea, que la altura del globo aerostatico en metros se
multiplica cada minuto por la misma constante.

Ordena las fichas en este segundo estudio utilizando los nimeros que se
encuentran en la parte inferior de la ficha y encuentra un patrén para completar
los terminos de las otras fichas. Los datos que se dan en la tabla del modelo
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matematico han sido redondeados a dos lugares decimales. ¢Podrias
determinar los términos que faltan de las fichas y escribirlos?

Altura
4 (432|467 |5.04
(metros)
Tiempo
. oy 11| 2 | 3 |4|5|6|7|8|9|10(11 12|13 |14
(minutos)

a. ¢Cual era la altura de la cesta del globo aerostatico cuando se
comenzaron a tomar datos?

b. ¢Como se halla el factor multiplicativo por minuto de este modelo
usando los datos?

c. ¢Como comparas la progresion de la altura en (metros) de un globo
aerostatico en Ponce y el primer modelo de Mayaguez? ¢ Qué rol juega
el factor multiplicativo en esto?

3. Lasiguiente tabla corresponde a otro modelo para Mayagtiez, con otro factor
multiplicativo.

a. ¢Puedes hallar el factor multiplicativo constante y usarlo para
llenar los datos que faltan?

Altura (metros) | 962 | 1,154.40 | 25,611.65

Tiempo

. 27 28 45 46
(minutos)

b. ¢Cual es el factor multiplicativo por minutos?

Tercera Ronda del Estudio sobre Estimacion de la Altura de un Globo
Aerostatico, por minutos de vuelo.

Suponga que luego de varios minutos, en el pueblo de Ponce un nuevo modelo
matematico proyecta que el factor multiplicativo por minutos de vuelo, de la altura
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en (metros) de un globo aerostatico es de 0.70 como muestran algunos de los datos
del estudio (aproximados a dos lugares decimales).

4. Ordena las fichas en esta ronda del estudio y encuentra un patron para
completar los términos de las otras fichas. ¢Podrias determinar los términos
que faltan de las fichas y escribirlos?

Altura 1,724 | 1,206.8

(Metros)

Tiempo

. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13
(minutos)

a. ¢Qué sucede diferente en esta ronda a las rondas anteriores? ¢ Qué tiene
que ver el factor multiplicativo con esto?

b. ¢Sise quiere que la altura en (metros) de un globo aerostatico decrezca
mas rapidamente, qué puede decirse del factor multiplicativo?

(Actividad 1B) Analizando las tres rondas del estudio altura en (metros) de un
globo aerostatico en distintos pueblos de Puerto Rico.

Instrucciones:
Utilizando los hallazgos en las rondas 1, 2 y 3 del estudio:

1. Explica en tus propias palabras lo que has aprendido sobre el factor
multiplicativo en las tres rondas del estudio altura en (metros) de un globo
aerostatico en distintos pueblos de Puerto Rico.

2. ¢Qué puede decirse si el factor multiplicativo de una cantidad que cambia
exponencialmente es mayor que 1? ;Y si el factor multiplicativo es menor
de 1? Explica.

3. Supongamos que el pueblo de Barranquitas la altura inicial de la cesta del
globo aerostatico es de 2 metros con respecto a la superficie de la tierra con
un factor multiplicativo de 3 y que el pueblo de Yauco tiene una altura
inicial de 5 metros con un factor multiplicativo de 2.
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¢Qué juega un papel mas importante en la altura de un globo aerostéatico a
largo plazo, la altura inicial de la cesta del globo aerostatico o el factor
multiplicativo de cambio? Justifica tu respuesta.

Suponga que la cesta de un globo aerostético en el pueblo de Bayamon tiene
una altura inicial de 14 metros, con un factor multiplicativo por minutos de
1.02, y la cesta de un globo aerostatico en el pueblo de Morovis tiene una
altura inicial de 4 metros con un factor multiplicativo por minutos de 1.07.
¢ Sera necesariamente cierto que, a través del tiempo de vuelo, la altura del
globo aerostatico de Bayamoén va a ser mas que la altura del globo
aerostatico de Morovis? Justifica tu contestacion.

¢Qué aprendiste sobre la cantidad de periodos de tiempo, altura inicial de la
cesta de un globo aerostético, factor multiplicativo y la altura total de un
globo aerostatico? ; Cuél es la relacion entre estas diferentes variables en un
modelo matematico exponencial? (Escribe una formula relacionando todas
esas variables.)
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Apéndice M
Actividad de Aprendizaje 2 (A2)

Estudiando sucesiones exponenciales, considerando “el moverse a la derecha en
saltos”

(Actividad 2A) Buscando patrones con fichas sobre como se puede estimar la
altura de un globo aerostatico en los pueblos de San Juan, Caguas y Guaynabo

Instrucciones:

Entrada

Manipulativo Representacion
Funcién como Maquina

En esta actividad tendras que buscar patrones utilizando las fichas provistas para
completar diferentes listas. Necesitamos que nos ayudes a completar las mismas y
a descubrir las reglas que estan ocultas en cada una de ellas. La actividad te
desafiara continuamente.

Primera Ronda del Estudio Estimacién de la Altura de un Globo Aerostatico,
por minutos de vuelo.

Suponga que en el pueblo de San Juan se proyecta un aumento en la altura en
(metros) de un globo aerostatico por minutos de vuelo, como predicen algunos de
los datos que se obtienen de un modelo matematico. Este modelo asume
crecimiento exponencial de la altura, o sea, asume que hay un factor multiplicativo
constante.

1. Ordena las fichas en este tercer estudio y encuentra un patrén para completar
los términos de las otras fichas. Los datos que se dan en la tabla han sido
redondeados a dos lugares decimales.
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a. ¢Podrias determinar los términos que faltan de las fichas y escribirlos?

Altura (metros) 31525919 16.08
Tiempo (minutos) | 0 | 1 2 3 415]110|15|20 | 25

b. ¢Como se pueden usar los datos provistos para hallar el factor
multiplicativo por minutos?

c. ¢Cudl es el factor multiplicativo de cada 5 minutos (usa notacion de
exponentes para dar tu respuesta)?

d. ¢Cdmo se puede buscar un factor multiplicativo de cada 1/4 de hora (usa
notacion de exponentes para dar tu respuesta)?

e. ¢Cudl es el factor multiplicativo de cada 1/2 hora (usa notacion de

exponentes para dar tu respuesta)? Computalo de dos maneras diferentes
(debe dar lo mismo), observe que los periodos de tiempo se dan en
minutos.

f. ¢Cual es el factor multiplicativo por hora (usa notacion de exponentes
para dar tu respuesta)?

g. ¢Si el factor de crecimiento continta igual, que altura tendra el globo
aerostatico con respecto al suelo luego de haber transcurrido 1 hora (usa
notacion de exponentes para dar tu respuesta)?

Segunda Ronda del Estudio Estimacién de la Altura de un Globo Aerostatico
por minutos de vuelo en el pueblo de Caguas

Si en el pueblo de Caguas se proyecta que el factor multiplicativo por
minutos de vuelo de la altura de un globo aerostatico es de 1.05 como
muestran algunos de los datos de un estudio.

1. Ordena las fichas utilizando los nUmeros que se encuentran en la parte
inferior de la ficha y encuentra un patrén para completar los términos
de las otras fichas que faltan.
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Altura (Metros) 16
Tiempo (minutos) | 0 | 1| 15|30 | 45|60 | 75| 90

2. ¢Cual es el factor multiplicativo de cada 15 minutos?

a. ¢ ldentificaste algun patron o regla para determinar los términos que
faltan?

b. ¢Cual fue la altura inicial de la cesta del globo aerostatico? ;Puedes
aproximar la altura en (metros) del globo aerostatico en un intervalo de
tiempo de 76 minutos? 2 horas? Explica tu respuesta.

(Actividad 2B) Analizando las dos rondas del Estudio Estimacion de la Altura de
un Globo aerostatico

1. ;Cémo puede hallarse un factor multiplicativo de cada 1/2 hora a partir de
un factor multiplicativo por minutos? ;Como puede hallarse un factor
multiplicativo por hora a partir de un factor multiplicativo de cada 1/2 hora?

2. Si conoces un factor multiplicativo por minutos de una cantidad que cambia

exponencialmente, ¢como hallas un factor multiplicativo de cada 1/4 de

hora, 1/2 hora, 1 hora, diario, semanal? Explica tu respuesta.
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Apéndice N
Actividad de Aprendizaje 3 (A3)

Extender funcién exponencial a los enteros

(Actividad 3A) Buscando patrones con fichas sobre como se puede estimar la
altura de un globo aerostatico, en los pueblos de Isabela, Luquillo, Maunabo y
San Sebastian.

Instrucciones:

Entrada

Manipulativo Representacion
Funcién como Mdaquina

En esta actividad tendras que buscar patrones utilizando las fichas provistas para
completar diferentes listas. Necesitamos que nos ayudes a completar las mismas y
a descubrir las reglas que estan ocultas en cada una de ellas. La actividad te
desafiara continuamente.

Primera Ronda de un Estudio Estimacion de la Altura de un Globo
Aerostatico por minutos de vuelo en el pueblo de Isabela

Asuma que el pueblo de Isabela un globo aerostatico se encontraba en una
altura de 384 metros 4 minutos luego de comenzar a tomar el tiempo y que un
modelo matematico predice que la altura del globo aerostético, se duplica cada
minuto.

1. Ordena las fichas utilizando los nimeros que se encuentran en la parte
inferior de la ficha y encuentra un patrén para estimar la altura del globo
aerostatico en el tercer minuto luego de comenzar a tomar el tiempo,
segundo minuto, primer minuto, y al inicio, completando los términos de
las otras fichas que faltan.



197

Altura (Metros) 384
Tiempo (minutos luego de comenzar a tomar tiempo) |0 |1 |2 |3 | 4

a. ¢ldentificaste algin patrén o regla para determinar los términos que
faltan?

b. ¢Cual es la altura de la cesta del globo aerostatico con respecto a la
superficie del suelo, al momento de comenzar a tomar datos (minutos
0)?

. ¢Puedes anticipar la altura en metros del globo aerostatico en un
intervalo de tiempo de 6 minutos? Explica tu respuesta.

()

o

. ¢Cbémo crece la progresion?

D

. ¢Cudl es la altura de la cesta de un globo aerostatico que puede esperarse
que hubiese un minuto de vuelo antes, dos minutos de vuelo antes y tres

minutos de vuelo antes de comenzar a tomar datos? Completa la tabla.

Altura (Metros) 24
Tiempo (minutos) | -3 | -2 | -1 | 0

2. Lasiguiente sucesion crece exponencialmente con un factor multiplicativo de
2.

a. Complete la tabla asegurandose que el factor multiplicativo sea 2.

Salidas 4|81 16
Entradas | -5 | -4 |-3|-2|-1|0|1(2]|3]| 4

b.¢Hay relacion entre las entradas negativas con sus salidas
correspondientes y lo que usted conoce de exponentes negativos?
Explique.

c. ¢Hay relacién entre la entrada 0 con su salida correspondiente y lo que
usted conoce acerca del exponente cero? Explique.
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Si la altura de la cesta de un globo aerostéatico inicialmente se
encuentra a 1.5 m sobre la superficie del suelo, ;Cémo se ve la tabla
de una sucesion que crece exponencialmente con un factor
multiplicativo de 2 y que tiene un valor inicial de 3? ;Como compara

con la tabla en la parte a?

m

Una propiedad de exponentes dice que b_“ =b™", Aplique esta

propiedad al caso E y explique por qué esto nos obliga a definir b° de

la forma usual.

m

Una propiedad de exponentes dice que b_“ =b™", Aplique esta
propiedad al caso en que m=0 y n =1, y explique por qué esto nos
obliga a definir b de la forma usual.

Una propiedad de exponentes dice que b™™ =b"b™. Use esta
propiedad para inventarse argumentos que obligan a que se definan el

exponente 0 como b° =1 y exponentes negativos como b = L

n

Segunda Ronda de un Estudio Estimacion de la Altura de un Globo
Aerostatico por minutos en una ciudad.

Un modelo matematico reflejé que en una ciudad la altura de un globo
aerostatico aumenta exponencialmente.

3. Ordena las fichas en este segundo estudio utilizando los nimeros que se
encuentran en la parte inferior de la ficha.

a. ¢Cudl es el factor multiplicativo por hora de vuelo?
Complete la tabla aproximando a dos lugares decimales.
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Altura (metros) 474.89 4,233 | 5079.60
Tiempo (horas) 0(1]10]| 20 30 40 41 42 43
b. ¢Cbomo se usa el factor multiplicativo por hora de vuelo para hallar el factor

multiplicativo de cada 10 horas de vuelo?

c. Usa la altura del globo aerostatico al transcurrir 30 horas de vuelo y el
factor multiplicativo de cada 10 horas de vuelo para hallar la altura del
globo aerostatico al transcurrir 40 horas de vuelo. Te debe dar la misma
altura del globo aerostético que ya habias computado anteriormente.

d. ¢Cuél era la altura del globo aerostéatico al transcurrir 7 horas de vuelo?

e. Use notacién exponencial para llenar las siguientes tablas. Asuma que el
crecimiento es exponencial.

Salida 1 1.05
Entrada | -30 -20 -10 0 1 10 20
Salida 3 3.15
Entrada | -30 -20 -10 0 1 10 20

(Actividad 3B) Analizando lo aprendido en esta actividad

Instrucciones:

1.

Explica en tus propias palabras lo que has aprendido sobre el factor
multiplicativo en esta actividad.

Explica en tus propias palabras lo que has aprendido acerca del exponente
cero y de exponentes enteros negativos.
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Apéndice O
Actividad de Aprendizaje 4 (A4)
Repaso de notacion funcional

Nota al calce: La actividad # 4 se omitio y no se implemento en la sala de
clases en el estudio ya que los estudiantes demostraron en las actividades # 1y # 2
tener nocidn de notacion de funcion.

(Actividad 4A)

Instrucciones:

Manipulativo
Representacion

Entrada

Funcién como Maquina

Ejemplo:
1. Una funcion f esta definida por la formula f(n) = 2™.
a. Evalue la funcién para: f(3), f(4), f(5),f(6), f(7),f(8), f(9) y f(10).

f() |1
n |0]1(213]4|5/6|7|8|9]|10

b. Evalue la funcion exponencial g(n) = 4 - 2™ para los elementos dados del
dominio.

EvalGe la funcion para: g(1), g(2),g9(3),g9(4) y g(5).
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gn) | 48|16
n |0[1|2|3]4]|5

c. Compara la tabla de valores del enunciado b con la tabla de valores del
enunciado a. ;Qué observa?

2. Escribe una posible formula para la funcién representada por la tabla de la
derecha.

q (D) _ D*DD qn) | 2 6 18 54

n 0 1 2 3

3. Asumamos que el sueldo diario de un guia turistico que opera el globo
aerostatico en el pueblo de Jayuya es de 25 dolares mas 10 dolares por cada
persona que se monte en la cesta de metal del globo aerostatico. EI enorme
globo aerostatico que esta atado al suelo tiene una capacidad para que hasta 30
personas puedan abordar en la cesta y disfruten de las increibles vistas de
Jayuyay laisla.

Salida (salario diario | 25 | 35 | 45 | 55 | 65 | 75 | 85 | 95 | 105 | 115 | 125 | 135 | 145 | 155
en dolares)
Entrada (nimero de 0 |1 (2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 9 10 |11 |12 | 13
turistas que se montan
en la cesta del globo
aerostatico)

a. Explica por qué esta no es una tabla con datos de crecimiento exponencial.
Puedes considerar: si la notacion funcional s(n) representa la salida
(salario) que corresponde a una entrada n (nUmero de turistas) entonces:

s(5) =
s(10) =

b. Sise usa la variable n para representar una entrada cualquiera en el
manipulativo:



Encuentre un modelo matematico, una férmula o expresion en
términos de n (nUmero de personas que abordaron la cesta del

Entrada

n
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globo aerostatico) en notacién de funcion que modele el sueldo
diario S(n) (salida correspondiente o salario diario) de un guia

turistico que opera el globo aerostéatico en el pueblo de Jayuya.

() =C+0+0

4. ;Cuanto gana en un dia el guia u operador del globo aerostatico en el pueblo

de Jayuya si le brinda sus servicios a 56 personas que aborden la cesta de

metal del globo aerostatico?

(Actividad 4B) Modelo del Estudio Estimacion de la Altura de un Globo

Aerostatico, si la altura del globo se duplica por minutos

Suponga que en el pueblo de Ponce un modelo matematico proyecta que la
altura inicial del canasto de un globo aerostatico con respecto a la superficie de la
tierra es de 5 metros y que el factor multiplicativo o de crecimiento de la altura
del globo aerostéatico se duplica por cada minuto de vuelo como muestran algunos

de los datos de un estudio.

Salida (altura en

metros) 5 10 | 20 |40 |80 | 160 | 320 | 640 | 1,280 | 2,560 | 5,120 | 10,240 | 20,480 | 40,960
Entrada (nimero de

minutos de vuelo

desde que se 0|1 2 3 4 |5 6 7 8 9 10 11 12 13

comienzan a tomar
datos)
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¢Como podemaos construir cualquier ficha de la tabla que muestra los datos
del estudio? Es decir, encuentra una formula en términos de la variable n que
cuando sustituyas valores de entrada por la n resulte en los valores de salida
correspondientes. Verifica la formula que encuentres usando datos de la tabla.
(Sugerencia: usa notacion exponencial)
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Apéndice P
Actividad de Aprendizaje 5 (A5)

Actividad Repaso de Exponentes que son Fracciones Unitarias de la forma % 0

Exponentes que son Fracciones no Unitarias de la forma%

(Actividad 5A) Repasando exponentes que son fracciones unitarias de la
forma%

Instrucciones: Tanteando con la calculadora T1 — nspire cx CAS aproxima a dos
lugares decimales la solucién de los siguientes dos problemas.

1. ¢Qué numero positivo al multiplicarlo por si mismo nos da 7?
2. ¢Qué numero positivo al multiplicarlo por si mismo nos da 45?

Definicion

.1 . . , .
La potencia > de un nimero no negativo r s un numero no-negativo a que

multiplicado por si mismo da r. Note que, por definicién, a es no-negativoy a -
a = r, equivalentemente, a=0y a? =r.

1
La potencia % de un nimero r se denota rz.
Ejemplos:
1
162 pues 4-4=16 y 4 es no-negativo.

1
0.162 = 0.4 yaque(0.4)(0.4) = 0.16 y 0.4 es no negativo.

3. Utiliza la calculadora (sin tantear) para aproximar un numero que multiplicado
por si mismo de 42.

(Actividad 5B) Repasando potencias%

. . . 1 -
Comparar aproximaciones de potencias 3 No exactas de numeros reales a la
centésima més cercana utilizando la calculadora
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Instrucciones: Sin utilizar una calculadora estima las potencias 3 de los siguientes

. . 1
numeros reales que no son potencias 3 perfectas.

7 - - .1
1. ¢Entre qué dos nimeros enteros consecutivos se encuentra la potencia 3 de
15?
2. Aproxima a la centésima mas cercana tanteando con la calculadora
(utilizando potencias racionales unitarias) un nimero que multiplicado por
si mismo tres veces da 15.

Luego utiliza la calculadora para comparar los valores que obtuviste de la

potencia § de 15 tanteando con los calculos obtenidos utilizando potencias

fraccionarias unitarias en la calculadora.

1
3. ¢Entre qué dos enteros consecutivos se haya 6853? Tanteen hasta que el

1
valor que hallen de 6853 esté correcto a la centésima més cercana.
Definicion
.1 . , T ,
La potencia 3 de un nimero r es un nimero a que al multiplicarlo por si

. . . .1
mismo tres veces (a X a X a ) es igual a r. Equivalentemente, la potencia 3 de un

, , .1 1
ndmero r es un nimero a tal que a® = r. La potencia 3 de r se denota rs.

Ejemplos:
1
83 =2 yaque 23 =8
1
0s=0 yaque 0° =0

1. Aproxima a dos lugares decimales, un nimero que multiplicado por si mismo

tres veces da 17 (usando la calculadora, pero sin tantear).

(Actividad 5C)

Definicidn (potencias unitarias de nimeros positivos)
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Si n es un namero entero positivo y r s un nimero real no negativo, la
potencia unitaria de r es un nimero a no-negativo que multiplicado por si mismo
nvecesdar,a™ =r.

1
La potencia unitaria de un nimero r se denota r=.
Ejemplos:

1
164 =2 yaque2*=2-2-2-2 =16y 2 es no negativo.

4

9% = 3% yaq (3%) = (33 . 3%) (33 . 3%) =3-3=9y 35 es no negativo.

1
325 =2 yaque2°=2:2-2-2-2=32

1. Verifica que la potencia % de 14.1986 es 1.70, usando la definicion y
multiplicando con una calculadora.

2. Sila potencia 1—10 de 1, 024 es 2, ;cual sera su potencia %? Explique y
verifiqgue multiplicando con una calculadora.

(Actividad 5D) Analizando el repaso de potencias que son fracciones
unitarias de la forma rll

Instrucciones:

Utilizando el contenido repasado en las actividades anteriores contesta las
siguientes preguntas:

. .1, . e
1. Cuando se menciona el concepto “potencia 5 » (& qué se esta haciendo
referencia?

2. Sin hacer computos, cual debe ser mas grande, la potencia % de77o0la

potencia % de 77. Explica.
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3. En sus propias palabras, sin usar simbolos matematicos, explique qué es
una potencia % de un numero.

4. En sus propias palabras, sin usar simbolos matematicos, explique qué es
una potencia % de un numero.

5. En cada uno de los siguientes problemas, completa la sucesion de forma
tal que la sucesion crezca siguiendo un patron de siempre multiplicar por

el mismo ndmero.

a. 3, ,12
b. 3, ,5

c. 3,,.,5
d 3, ,.,5

(Actividad 5E) Exponentes Fraccionarios no Unitarios

1. Notacion exponencial
En esta seccidn se introduce notacion de exponente fraccionario, o sea, se

n
definen exponentes fraccionarios no unitarios de la forma H para enteros n, y

m.

1
Definicion de rn
1 . . A ,
rn es un nimero que multiplicado por si mismo n veces dar.
Ejemplo 1:

1
Exprese verbalmente 32s.
Solucidn: Es un numero que multiplicado por si mismo 5 veces da 32.

Ejemplo 2

Exprese verbalmente 19-.
Solucion:
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1. Compute sin usar una calculadora y exprese verbalmente como en el ejemplo
anterior:

b. 273 =

1

c. 814 =

2. Use la definicion (verbal) de potenciag para explicar en palabras por qué

1.3
(325) = . No use calculadora para facilitar la respuesta.

[S 0N

3. Use el hecho que la potencia % de 19,349.2 es 7.2 para hallar 19,349.2 ° . Use su

calculadora solamente para multiplicar.

Se quiere que se cumpla la regla de la potencia para exponentes (a™)™ = a™™.
a

a 1 1
Esto obliga a definir exponentes racionales como b = r5 % = (rE)
Definicion de rn

m \"
Se define r" :[r”j , parar > 0.

m

- 1
En palabras, r" es un nimero (r= ) que multiplicado por si mismo n veces da r,
pero estd multiplicado por si mismo m veces.

2
4. Explique verbalmente el significado de 43 .
3

5. Explique verbalmente el significado de 407

m

6. Escribe en la forma r" :
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a) 190.3
b) 190.31
C) 255.13

(Actividad 5F) Analizando el repaso de potencias que son fracciones

unitarias y potencias que son fracciones no unitarias.

Instrucciones:

Utilizando el contenido repasado en la Actividad E contesta la siguiente
pregunta:

1. Después de haber definido el concepto exponente entero, define en tus
propias palabras:

a. El concepto exponente fraccionario unitario.

b. EI concepto exponente fraccionario no unitario.
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Apéndice Q
Actividad de Aprendizaje 6 (A6)

Nota alcalce: El inicio de la actividad # 6 se implemento en la sala de clases
en el estudio. No se pudo completar la misma por motivos de la pandemia.

Extendiendo la definicion de funcion exponencial a los racionales

(Actividad 6A) Buscando patrones con fichas sobre como se puede estimar la
altura de un globo aerostatico, por minutos en los pueblos de Hormigueros y
Sabana Grande

Previo a la actividad contesta los primeros dos ejercicios dada una situacion en
contexto.

1. Una cantidad de bacterias crece exponencialmente. ;/Si cada dos dias la
cantidad presente se multiplica por 16, por cuanto se multiplica la cantidad
cada dia? Verifica tu respuesta.

2. Una cantidad de bacterias crece exponencialmente. ;/Si cada tres dias la
cantidad presente se multiplica por 16, por cuanto se multiplica la cantidad
cada dia? Verifica tu respuesta.

Instrucciones:

Entrada

Manipulativo Representacion
Funcién como Maquina
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En esta actividad tendras que buscar patrones utilizando las fichas provistas
que representan la maquina de una funcion para completar diferentes listas.
Necesitamos que nos ayudes a completar las mismas encontrando términos y a
descubrir las reglas que estan ocultas en cada una de ellas. La actividad te
desafiard continuamente.

Primera Ronda del Estudio Estimacion de la Altura de un Globo aerostatico
por minutos de vuelo en el pueblo de Hormigueros

Suponga que en el pueblo de Hormigueros un modelo matematico
proyecta que la altura inicial de la cesta de un globo aerostético con respecto
a la superficie de la tierra es de 0.46 metros y se triplica cada dos minutos de
vuelo como muestran algunos datos del modelo.

1. Ordena las fichas utilizando los nimeros que se encuentran en la parte
inferior de la ficha y encuentra un patrén para completar los términos de las
otras fichas que faltan.

Altura del globo aerostatico en (pulgadas) | 0.46
Tiempo de vuelo en (minutos) 0 112

a. Explica por qué al transcurrir dos minutos de vuelo habran 1.38 metros
de altura.

b.¢Cual es el factor multiplicativo por minutos de vuelo? Verifica que al
cabo de dos minutos tripliques.

c.¢Cual es la altura del globo aerostatico cuando haya transcurrido un
minuto de vuelo?

d.Verifica que la altura del globo aerostatico al transcurrir un minuto de
vuelo por el factor multiplicativo por minutos de vuelos es igual a la
altura del globo aerostatico al transcurrir el segundo minuto de vuelo.

Segunda Ronda del Estudio Estimacion de la Altura de un Globo aerostatico
por minutos de vuelos en el pueblo de Sabana Grande.
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Suponga que en el pueblo de Sabana Grande un modelo matematico
proyecta que la altura inicial del canasto de un globo aerostatico con respecto
a la superficie de la tierra es de 0.91metros y se duplica de cada tres minutos
de vuelos como muestran algunos datos del modelo.

Altura del globo aerostatico en (metros) 0.91
Tiempo de vuelo en (minutos) 0 1123

a. Explica por qué cuando transcurran tres minutos de vuelo el globo
aerostatico tendra una altura de 1.82 metros.
b. ¢Cudl es el factor multiplicativo por minutos de vuelo?

c. ¢Cudl seria la altura del globo aerostatico al transcurrir el primer minuto
de vuelo?

d. ¢Cual seria la altura del globo aerostéatico al transcurrir el segundo
minuto de vuelo?

e. Verifica que la altura del globo aerostéatico al transcurrir el primer,
segundo Yy tercer minuto de vuelo se puede obtener multiplicando la
altura inicial 0.91 sucesivamente por el factor multiplicativo (por
minutos de vuelo) que hallo.

Tercera Ronda del Estudio

1. Suponga que una nave espacial estd aumentando su distancia de la Tierra en
un 60% cada semana.

Tabla 1

distanciaen Km | 100
Semanas 1 213

Tabla 2 (Observa el cambio en unidades)

distancia en Km | 100
Dias 7 81910 (11|12 |13 | 14

Tabla 3
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distancia en Km
Dias 14 |18 | 22| 26 | 30

a. ¢ A qué distancia estéa la nave de la Tierra en la semana dos? ,En la
semana tres? (Completa la tabla semanal).

b. Explique por queé el factor multiplicativo semanal es de 1.6.

c. Verifique que todos los datos obtenidos en la tabla 1 los obtienes
utilizando el factor multiplicativo de 1.6.

d. ¢Cudl es el factor multiplicativo diario?
e. Utiliza el factor multiplicativo diario para completar la tabla 2.

f. Verifique que los datos para la semana 2 y el dia 14 coinciden.

Halla el factor multiplicativo de cada cuatro dias. Usa el factor
multiplicativo de cada cuatro dias para completar la tabla 3.

Instrucciones:
Utilizando los hallazgos en las rondas 1, 2 y 3:

1. Supongamos que un cohete de la Nasa se encuentra a una distancia de
45.58 Km de la Tierra cuando se comienza a medir el tiempo en dias de
vuelo y que su distancia de la Tierra se cuadruplica cada cinco dias de
vuelo.

a. ¢Cual es el factor multiplicativo diario de aumento de la distancia en
Km del cohete de la Nasa de la Tierra?

b. ¢Cudl es el factor multiplicativo semanal de aumento de la distancia
en Km del cohete de la Nasa de la Tierra?

C. (A que distancia de la Tierra se encontrara el cohete de la Nasa al
transcurrir 35 dias de vuelo?

d. ¢A qué distancia de la Tierra se encontrara el cohete de la Nasa en la
tercera semana de vuelo?
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Apéndice R
Actividad de Practica 0 (APO)
Practicando la notacion exponencial con exponentes enteros

1. Escribe cada uno de estos enunciados en notacion exponencial. No lleve a
cabo la multiplicacion.

a) 4X4X4X4X4X4X4X4%X4
b) 5.04 X 5.04 x 5.04 x 5.04 x 5.04 X 5.04 x 5.04
c) 0.2x0.2x0.2x0.2x0.2
1 1 1 1 1 1 1
Q) (5% 5 x5 X 5%5 % 5%3)
g mXmXmXmXmXmXnXnXnxn

2. Expande cada una de las siguientes expresiones para ponerlas sin usar notacion
de exponentes, como productos repetidos. No simplifique.

a) m3-mb
b) 4p*(p*)’
c) (=5)*
d) —5*
e) 3c3 =+ (3c?)°
0 ()
3. Expande y simplifica cada una de las siguientes expresiones exponenciales.
a) 4°

b) 5-3*
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) (3-2)°
d) (4a)3
e) (2m3n)*
1 3
0 ()
4. Simplifique cada expresion.

a) 21,578 . 2793

7645

b)

7239

(730)°
C) (717)6

1.0717
d) 17
1.07

e) 1.07° (;Qué relacion puedes establecer entre las partes d y €?)

5. Use cancelacion para simplificar cada uno de los enunciados.

12

3y
a) N

43 - . , . e
b) el Justifica en tus propias palabras por qué es conveniente definir 4

1
como — y no de otra forma.
46

c) ¢Qué puedes decir del producto 4~ x 4 |a definicion del exponente 0y
de exponentes negativos?

1
pn—-m

d) Dado Z—T: , ¢seraiguala ™" o ? Explique.
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;- p™ _ .. .

e) ¢Sera cierto que — = b™ "™ sin importar cual es mayor de mon o si
bn
ambos son iguales?

6. Rescriba sin usar potencias negativas. jMuestra tu trabajo!

a) —37°

a. p(x)=2%

3

b g0 = (3)



Apéndice S

Actividad de Practica 1 (AP1)
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Practicando sucesiones exponenciales, considerando “el moverse a la derecha en

pasos unitarios”
(Actividad 1A):

Definicion: Cambio exponencial

Una cantidad se dice que cambia exponencialmente cuando valores sucesivos
de la cantidad se obtienen multiplicando por una misma constante. Determine si
las cantidades C,, C,, C3 y C, cambian en las siguientes tablas exponencialmente,

1. Determine silas “entradas” xy “salidas” y dadas en cada una de las tablas
de valores corresponden a un modelo de crecimiento exponencial o no. Para

las tablas de valores que correspondan a un modelo de crecimiento

exponencial, identifique el valor de la base b.

a. Salida 12118 |30 |54
Entrada 112|314
Salida 4|16 | 64 | 256
b. Entrada 11213 4
Salida 8|11|14 |17
C. Entrada 112|134
3 9 27 81
; /21714118 |° /16
1 2 3 4

(Actividad 1B): Estudiando crecimiento exponencial de bacterias (tiempo

duplicacion en pasos unitarios)

Muchas cantidades en la naturaleza tienen una razon de instantanea de cambio

que depende de la cantidad presente en ese instante. Por ejemplo, la razon de
crecimiento de una poblacién medida en nacimientos por afio depende de la
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cantidad de la poblacion en ese momento; mientas mayor la poblacién, mayor los
nacimientos por afio. Puede mostrarse que estas cantidades crecen
exponencialmente. El crecimiento exponencial de una cantidad tiene la
caracteristica de que para intervalos de tiempo de largo fijo (entradas) los cambios
en la cantidad (salidas) se obtienen multiplicando la cantidad presente por un
factor multiplicativo fijo. Por ejemplo, una cantidad que se duplica cada segundo
crece exponencialmente.

Primera Ronda estudio de poblacién de bacterias mediante un cultivo que se
cuadruplica por horas

En un laboratorio se trabaja en placas Petri con un cultivo de bacterias.
Supongamos que empezamos con una sola bacteria, que se cuadruplica cada hora.
Después de una hora tenemos 4 bacterias, después de dos horas tenemos 16
bacterias, después de tres horas tenemos 64 bacterias y asi sucesivamente (Vea
figura).

0 1 2

Utiliza los nimeros que se encuentran en la parte inferior en la tabla de valores y
encuentra un patrén para completar los términos que faltan en la parte superior.

- o

Cantidad (bacterias) 1 |4 256 16,384

Tiempo (horas) 0 |1 (2 |3 |4 5 16 |7 9

a. ¢ldentificaste algun patron o regla para determinar los términos que faltan?

b. La progresion, ;aumenta o disminuye?
c. ¢Cudl era la cantidad de bacterias cuando se comenzé a tomar los datos?
d. ¢Si el factor de crecimiento continla igual, qué cantidad de bacterias habra

en la placa Petri luego de haber transcurrido 15 horas (usa notacion de
exponentes para dar tu respuesta)?
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Segunda Ronda estudio de poblacion de bacterias mediante un cultivo que se
duplica por horas

Supongamos que en otro segundo estudio empezamos con diez bacterias de
estas, que se duplican cada hora. Después de una hora tenemos 20 bacterias,
después de dos horas tenemos 40 bacterias y asi sucesivamente (Vea figura).

L ISISIETS

Utiliza los nimeros que se encuentran en la parte inferior en la tabla de valores y
encuentra un patrén para completar los términos que faltan en la parte superior.

Cantidad (bacterias) 20 | 40 640 10,240
Tiempo (horas) 01 2 |3 516 7 9

a. ¢ldentificaste algun patrén o regla para determinar los términos que faltan?

b. ¢Como se halla el factor multiplicativo del crecimiento de las bacterias por
cada hora en este modelo usado en los datos?

c. ¢Cual era la cantidad de bacterias cuando se comenz0 a tomar los datos?

d. ¢Si el factor de crecimiento continta igual, que cantidad de bacterias habra
en la placa Petri luego de haber transcurrido 16 horas (usa notacion de
exponentes para dar tu respuesta)?

(Actividad 1C): Estudiando crecimiento exponencial de la altura de un : |
globo 4 -

Asumir altura de globo crece exponencialmente como funcion del tiempo, o sea,
digamos que la altura se multiplica por una misma constante cada minuto.

Primera Ronda del Estudio Estimacién de la Altura de un Globo Inflado con
gas Helio, en el pueblo de Salinas




220

Asumamaos que en unas fiestas patronales de Salinas un joven preuniversitario
comprd varios globos inflados con gas de helio. Uno de los globos se soltd de su
mano ascendiendo hacia la atmdésfera. Digamos que la altura del globo de latex
inflado con gas helio se multiplica cada minuto por la misma constante. Asumamos
que en términos ficticios el globo de latex inflado con gas helio no explota a medida
que aumenta su altura en metros con respecto al tiempo de vuelo en minutos.

1. Utiliza los nmeros que se encuentran en la parte inferior en la tabla de valores
en este segundo estudio y encuentra un patron para completar los términos que
faltan en la parte superior. Los datos que se dan en la tabla han sido redondeados
a dos lugares decimales. ¢Podrias determinar los términos que faltan en la tabla
y escribirlos?

Altura (metros) 3|315]| 331|348
Tiempo (minutos) | 0 | 1 2 3 415/6(7|8[9]|10|11|12|13]| 14

a. ¢(Cudl era la altura del globo de latex inflado con helio cuando se
comenzaron a tomar datos?

b. ¢Como se halla el factor multiplicativo por cada minuto de vuelo del globo
de latex inflado con helio de este modelo usado en los datos?

c. Expresa los valores de salida en la tabla (la altura en metros del globo de
latex inflado con helio) con notacidn de exponente.
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La siguiente tabla corresponde a los datos de un estudio estimacion de
la altura de un globo de latex inflado con helio en las fiestas patronales
de Salinas, con otro factor multiplicativo. Asumamos que en términos
ficticios el globo de latex inflado con gas helio no explota a medida que
aumenta su altura en metros con respecto al tiempo de vuelo en minutos.

¢Puedes hallar el factor multiplicativo constante y usarlo para
llenar los datos que faltan en la tabla de valores?

Altura (metros) 9 135 13,301.0
Tiempo (minutos) 15 16 33 34

¢ Cual es el factor multiplicativo por minuto?

Segunda Ronda del Estudio Estimacion de la Altura de un Globo Inflado con
gas Helio, en el pueblo de Fajardo

Asumamos que en términos ficticios el globo de latex inflado con gas helio no
explota a medida que aumenta su altura en metros con respecto al tiempo de vuelo
en minutos.

Suponga que luego de varios minutos, en las fiestas patronales del pueblo de
Fajardo un nuevo modelo matematico proyecta que el factor multiplicativo por
minutos de vuelo, de la altura en (metros) de un globo de latex inflado con helio es
de 0.67 como muestran algunos de los datos del estudio (aproximados a dos lugares
decimales).

a. Utiliza los nimeros que se encuentran en la parte inferior en la tabla de
valores en esta ronda del estudio y encuentra un patrén para completar
los términos que faltan en la parte superior. ;(Podrias determinar los
términos que faltan de las fichas y escribirlos? (Es conveniente usar
notacion exponencial)

Altura (metros) 1,835 | 1,229.45
Tiempo (minutos) | 0 1 213|4|5(|6|7
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b. ¢Qué sucede diferente en esta ronda de las anteriores? ¢ Qué tiene que
ver el factor multiplicativo con esto?

c. ¢Sise quiere que la altura en (metros) de un globo de latex inflado con
helio decrezca mas réapidamente, qué puede decirse del factor
multiplicativo?

d. ¢Cdémo comparas la progresion de la altura en (metros) de un globo de
latex inflado con helio en las fiestas patronales de Salinas con el globo
de latex inflado con helio en las fiestas patronales de Fajardo? ¢Qué rol
juega el factor multiplicativo en esto?

(Actividad 1D): Analizando las dos rondas del estudio de poblacion de
bacterias mediante un cultivo que se triplica y duplica por horas de la
(Actividad 1B) y las dos rondas del estudio altura en (metros) de un globo de
latex inflado con gas helio en fiestas patronales de distintos pueblos de Puerto
Rico de la (Actividad 1C)

Instrucciones: Utilizando los hallazgos de los estudios en las rondas 1, 2 de la
(Actividad 1B) y 1y 2 de la (Actividad 1C):

1. Explica en tus propias palabras lo que has aprendido sobre el factor
multiplicativo en las diferentes rondas de estudios.

2. ¢Qué puede decirse si el factor multiplicativo de una cantidad que cambia
exponencialmente es mayor que 1? ;Y si el factor multiplicativo es menor
que 1? Explica.

3. ¢Como puede hallarse el factor multiplicativo de cada % hora a partir de un
factor multiplicativo por minutos? ¢ Como puede hallarse el factor
multiplicativo por hora a partir de un factor multiplicativo de cada % hora?

4. Supongamos que en las fiestas patronales de Vega Baja la altura inicial de
un globo de latex inflado con gas helio es de 3 metros con respecto a la
superficie de la Tierra con un factor multiplicativo de 4 y que en las fiestas
patronales del pueblo de Hatillo la altura inicial de un globo de latex
inflado con gas helio es de 6 metros con un factor multiplicativo de 3.
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¢Qué juega un papel mas importante en la altura de un globo de latex
inflado con gas helio a largo plazo, la altura inicial del globo o el factor
multiplicativo de cambio? Justifica tu respuesta.

Supongamos que en las fiestas patronales de Cabo Rojo la altura inicial de
un globo de latex inflado con gas helio con respecto a la superficie de la
Tierra es de 16 metros con un factor multiplicativo de 1.03 y que en las
fiestas patronales del pueblo de Hatillo la altura inicial del hilo o cuerda de
un globo de latex inflado con gas helio es de 5 metros con un factor
multiplicativo por minutos de 1.08.

¢Sera necesariamente cierto que, a través del tiempo de vuelo, la atura del
globo de Cabo Rojo va a ser méas que la altura del del globo de Hatillo?
Justifica tu contestacion.

¢ Qué aprendiste sobre la cantidad de periodos de tiempo, altura inicial del
globo de latex inflado con gas helio, factor multiplicativo y la altura total
del globo? ¢Puedes expresar en una formula la relacion entre estas
diferentes variables?



224

Apéndice T

Actividad de Practica 2 (AP2)

Una misién de la NASA estudiara el cosmos con un globo
estratosféerico

Esta imagen muestra un globo aerostatico de gran altitud ascendiendo a la
atmosfera superior. Cuando estén completamente inflados, estos globos tienen
400 pies (150 metros) de ancho, o el tamafio de un estadio de futbol
aproximadamente y alcanzan una altitud de 130,000 pies (24.6 millas o 40
kilébmetros).

Crédito: Imagen conceptual del Centro de Vuelo Espacial Goddard de la NASA /
Michael Lentz

Transportado por un globo aerostatico del tamafio de un estadio de futbol,
ASTHROS utilizara un telescopio de ultima generacién para observar longitudes
de onda de luz que no son visibles desde el suelo.

El 6 de agosto de 2020 la NASA publicd que empezaron a trabajar en una nueva
misién ambiciosa que transportara un telescopio de vanguardia de 8.4 pies (2.5
metros) de altura en un globo aerostatico hasta la estratdsfera. Tentativamente
programado para lanzarse en diciembre de 2023 desde la Antartida, ASTHROS
(Telescopio Estratosférico Astrofisico para Observaciones de Alta Resolucién
Espectral a Longitudes de Ondas Submilimétricas por sus siglas en ingles)
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permanecera volando a la deriva en las corrientes de aire sobre el gélido continente
por unas tres semanas y brindara nuevos hallazgos durante su viaje.

Si bien los globos aerostaticos pueden parecer una tecnologia anticuada, ofrecen
a la NASA ventajas unicas en comparacion con las misiones terrestres o espaciales.
El Programa de Globos Aerostaticos Cientificos de la NASA han operado por 30
afos en la Instalacion de Vuelo Wallops, en Virginia. Lanza entre 10 a 15 misiones
al afo desde todo el mundo en apoyo a experimentos de todas las disciplinas
cientificas de la NASA, asi como con fines de desarrollo tecnolégico y educativo.
Las misiones en globo aerostatico no solo tienen costos mas bajos en comparacion
con las misiones espaciales, sino que ademas llevan menos tiempo entre su
planificaciéon y despliegue, lo que significa que pueden asumir mayores riesgos
asociados al uso de tecnologias nuevas o de Gltima generacién que ain no han sido
desplegadas en el espacio. Estos riesgos pueden presentarse en forma de problemas
técnicos u operacionales desconocidos que impacten los resultados cientificos de
una mision. Al superar estos desafios, las misiones de globos aerostaticos crean las
bases para que futuras misiones cosechen los beneficios de estas nuevas
tecnologias.

(Actividad 2A): Buscando patrones sobre como se puede estimar la altura en
metros de ASTHROS (Telescopio Estratosférico Astrofisico para
Observaciones de Alta Resolucion Espectral a Longitudes de Ondas
Submilimétricas por sus siglas en inglés), por minutos transportado por un
globo aerostético

Primera ronda del Estudio Estimacion de la Altura de
ASTHROS, por minutos de vuelo

Suponga que en una primera ronda de un estudio en la
NASA se proyecta un aumento en la altura en (metros) de
ASTHROS, transportado por un globo aerostatico por minutos
de vuelo, como predicen algunos de los datos que se obtienen de
un modelo matematico. Este modelo asume crecimiento
exponencial de la altura, o sea, asume que hay un factor
multiplicativo constante.

1. Encuentra un patrén para completar los términos que faltan en la tabla.
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Altura 4172|1296 | 23.33 | 41.99

(metros)

Tiempo 01 |2 3 4 5(6|7|14|21|28|35|42|49 |56
(minutos)

a. ¢Podrias determinar los términos que faltan en la tabla y escribirlos?

b. ¢Como se pueden usar los datos provistos para hallar el factor multiplicativo
por minutos?

c. ¢Cual es el factor multiplicativo de cada 7 minutos?

z T . 1
d. ¢Como se puede buscar el factor multiplicativo de cada " de hora? (Use
notacion exponencial de ser conveniente)

, T . 1 ,
e. ¢Cual es el factor multiplicativo de cada > hora? Computelo de dos maneras
diferentes (debe dar lo mismo sujeto a posible error numérico).

f. ¢Cudl es el factor multiplicativo por hora?
g. ¢Qué rol juega la altura inicial de ASTHROS con respecto al suelo en esto?

Segunda ronda del Estudio Estimacion de la Altura de ASTHROS, por
minutos de vuelo

Si se proyecta en una segunda ronda de un estudio en la
NASA que el factor multiplicativo por minuto de vuelo de la
altura de ASTHROS es de 1.07 como muestran algunos de los
datos de un estudio.

2. Utiliza los nimeros que se encuentran en la parte inferior en
la tabla de valores y encuentra un patrén para completar los
términos que faltan en la parte superior.

Altura (metros) 23
Tiempo (minutos) | 0 |1 |15 |30 | 45|60 | 75|90

a. ¢Cual es el factor multiplicativo de cada 15 minutos?
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b. ¢Cudl es el factor multiplicativo de cada % hora, computado de dos

formas diferentes?
c. ¢Cual fue la altura inicial de ASTHROS?
d. ¢Puedes aproximar la altura en (metros) ASTHROS en intervalos de

tiempo de 83 minutos? 3 horas? Explica tu respuesta.

(Actividad 2C) Analizando la Segunda del Estudio Estimacion de la Altura de
ASTHROS, por minutos de vuelo

1. Siconoces un factor multiplicativo por minutos de una cantidad que cambia
exponencialmente, ¢como hallas un factor multiplicativo de cada 1/4 de

hora, 1/2 hora, 1 hora? Explica tu respuesta.
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Apéndice U
Actividad de Practica 3 (AP3)
Practicando extender funcion exponencial a los enteros

(Actividad 3A): Buscando patrones sobre como se puede estimar
la altura en metros de ASTHROS, en dos diferentes estudios

Primera Ronda de un Estudio Estimacion de la Altura de
ASTROS por minutos de vuelo

1. Asuma que en una primera ronda de un estudio en la NASA
ASTHROS se encontraba en una altura de 319.17 m 5 minutos
luego de comenzar a tomar el tiempo y que un modelo
matematico predice que la altura del ASTHROS, se duplica cada
minuto.

Altura (metros) 319.17
Tiempo (minutos) |0 |12 (3|4 |5

a. ¢ldentificaste algun patron o regla para determinar los términos que
faltan?

b. ¢Cudl es la altura de ASTHROS con respecto a la superficie del suelo, al
momento de comenzar a tomar los datos (minuto 0)?

c. ¢Puedes anticipar la altura en metros de ASTHROS en un intervalo de
tiempo de 15 minutos desde el momento inicial? Explica tu respuesta.

d. ¢Cual es la altura de ASTHROS, que puede esperarse que hubiese un
minuto de vuelo antes, dos minutos de vuelo antes y tres minutos de vuelo
antes de comenzar a tomar datos? Complete la tabla.

Altura (metros) 9.97
Tiempo (minutos) | -3 | -2 | -1 |0

2. Lasiguiente sucesion crece exponencialmente con un factor multiplicativo de
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a. Complete la tabla asegurandose que el factor multiplicativo sea 3.

Altura (metros) 912781
Tiempo (minutos) | -5 |-4|-3|-2|(-1|0|1(2|3 |4

b. ¢Hay relacion entre las entradas negativas con sus salidas
correspondientes y lo que usted conoce de exponentes negativos?
Explique.

c. ¢Hay relacion entre la entrada O con su salida correspondiente y lo que
usted conoce acerca del exponente cero? Explique.

Segunda ronda de un Estudio Estimacion de la Altura de ASTROS por
minutos de vuelo

3. Utiliza los datos de la tabla del enunciado (b) para contestar las preguntas.
a. ¢Cual es el factor multiplicativo por hora de vuelo?

b. Complete la tabla aproximando a dos lugares decimales.

Altura (metros) 6,446.36 557,681 | 724,986
Tiempo (minutos) | 0 | 1| 15 | 30 | 45 60 | 61 | 62 63

c. ¢Como se usa el factor multiplicativo por hora de vuelo para hallar el factor
multiplicativo de cada 1/4 hora de vuelo?

d. ¢Cual es la altura de ASTHROS al transcurrir 8 horas de vuelo?

(Actividad 3B): Analizando lo aprendido en esta actividad

Instrucciones:

1. Explica en tus propias palabras lo que has aprendido sobre el factor
multiplicativo en esta actividad.
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Explica en tus propias palabras lo que has aprendido acerca del exponente cero y
de exponentes enteros negativos.
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Apéndice V
Actividad de Practica 4 (AP4)

Nota al calce: La actividad de practica # 4 se omitio y no se implementd en
el estudio ya que los estudiantes demostraron en las actividades de aprendizaje # 1
y # 2 tener nocidn de notacion de funcion.

Practicando la notacion funcional

(Actividad 4A) Descubriendo y aplicando modelos matematicos
Definicion: Cambio exponencial

1. Para cada una de las siguientes tablas encuentra una formula en términos de la
variable x que cuando sustituyas valores de entradas por la x resulte en los
valores de salida correspondientes. Verifica la formula que hallaste usando
datos de la tabla.

o e > [ ¢ [ O
1 2 1 2 1 1 1 1
2 3 2 4 2 4 2 8
3 4 3 6 3 9 3 27
4 5 4 8 4 16 4 64
5 6 5 10 5 25 5 | 125
6 7 6 12 6 36 6 | 216
2. ¢Cudles de los siguientes modelos matematicos representan un cambio

exponencial? Explica. Para los modelos matematicos que representan un

cambio exponencial, indica ¢cuél es el factor multiplicativo?

a. m(x) = 5x2 b. q(t) = 4 (3%) c. feo) =3(1/3)"

d. c(n) =17(0.72)" e h(x)=5x+2
3. Una funcidn h esta definida por la formula h(n) = 4™.



a. Evalue la funcion para: h(3), h(4), h(5), h(6), h(7), h(8) y h(9).

h(n)

1

16

n

0

2
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Evalle una funcién exponencial p(n) = 3 - (1.8)" para los elementos dados

del dominio.

Evalle la funcion para: p(1), p(2), p(3), p(4) y p(5).

p(n) 54 | 9.72
n 1 2 3 4 5
Escribe una posible férmula
exponencial para la funcién gm)| 36 | 576|922 |14.75
representada por la tabla de la derecha. n 0 1 2 3

)

Escribe una posible formula exponencial para la funcion representada por la

tabla de la derecha.

FL)-=

f®

6.2

4.34

3.04

2.13

t

0

1

2

3

Determine una formula para las funciones exponenciales f(x) y g(x) cuyos

valores se dan en la tabla:

a

o(
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Valores para las dos funciones exponenciales
X f(x) g(x)
-2 6 108
-1 3 36
0 3/, 12
3/4 4
2 3/8 4—/3

(Actividad 4B) Hallar modelos matematicos para estimar crecimientos
exponenciales

1. Primeraronda de un estudio relacionado a la estimacion de cantidad de
usuarios de una aplicacion de Internet

Se estima que la cantidad de usuarios de una aplicacion de Internet se va a
triplicar cada mes. Asuma que comenzamos con 10 usuarios cuando se
lanza la aplicacion. Entonces luego de un mes habra 30 usuarios. Halla

una férmula que le permita decir cuantos usuarios va a tener después de n
meses.

Utiliza los nimeros que se encuentran en la parte inferior en la tabla de

valores y encuentra un patrén para completar los términos que faltan en
la parte superior.

Cantidad 10 | 30

(usuarios)

Tiempo 0 1 2 |3 4 5 6 7 n
(meses)

a. Encuentre un modelo matematico (una formula) para el nimero de
usuarios de la aplicacion de Internet después de n meses.

b. Estime la cantidad de usuarios después de 9 meses y 12 meses.
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c. ¢En cuantos meses aproximadamente el nimero de usuarios llegara
a un millon?

2. Buscando un modelo matematico para estimar la altura en metros de
ASTHROS (Telescopio Estratosférico Astrofisico para Observaciones
de Alta Resolucién Espectral a Longitudes de Ondas Submilimétricas
por sus siglas en inglés), por minutos transportado por un globo
aerostatico

Primera ronda del Estudio Estimacion de la Altura de ASTHROS,
por minutos de vuelo

Suponga que en una primera ronda de un estudio en
la NASA se proyecta un aumento en la altura en
(metros) de ASTHROS, transportado por un globo
aerostatico por minutos de vuelo, como predicen
algunos de los datos que se obtienen de un modelo
matematico. Este modelo asume crecimiento
exponencial de la altura, o sea, asume que hay un factor
multiplicativo constante.

Encuentra un patron para completar los términos que faltan en la tabla.

Altura (metros) 4| 7.2 1296 | 23.33 | 41.99
Tiempo (minutos) | 0 | 1 2 3 4 51617

a. Encuentre un modelo matematico exponencial (una formula) para la
altura en (metros) de ASTHROS en el estudio después de t minutos.

b. Estime la altura en (metros) de ASTHROS después de 5 horas.

c. Tantee usando la formula para estimar la cantidad de horas en que
ASTHROS llegaréa a alcanzar una altura de 917,873 metros.
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Apéndice W
Actividad de Practica 5 (AP5)

Practicando con Potencias Fraccionarias Unitarias y Potencias Fraccionarias No
Unitarias

(Actividad 5A) Practicando aun més con Potencias Fraccionarias Unitarias

Instrucciones: Tanteando con una calculadora cientifica aproxima a dos lugares
decimales la solucidn de los siguientes dos problemas.

1. ¢Qué nimero positivo al multiplicarlo por si mismo nos da 11? (correcto a
2 lugares decimales)

2. ¢Qué numero positivo al multiplicarlo por si mismo nos da 37?

3. Utiliza la calculadora (sin tantear) para aproximar un nimero que al
multiplicarlo por si mismo de 51.

4. ¢Que relacion hay entre el namero que hallaste en la pregunta anterior y
1
5127

(Actividad 5B) Practicando aun mas con potencias

Comparar aproximaciones de potencias a la centésima mas cercana
utilizando la calculadora

Conteste las siguientes preguntas sin usar radicales ni exponentes fraccionales en
una calculadora cientifica.

1
1. ¢Entre qué dos nimeros enteros consecutivos se encuentra 173?

2. Aproxima a la centésima mas cercana tanteando con la calculadora sin
usar potencias fraccionarias un nimero que multiplicado por si mismo tres
veces da 21.

Luego utiliza la calculadora cientifica para comparar los valores que obtuviste
tanteando con los calculos obtenidos en la calculadora.
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1
¢Entre qué dos enteros consecutivos se haya 7233? Tanteen hasta que el

1
valor que hallen esté correcto de 7235 a la centésima mas cercana.

Aproxima a dos lugares decimales, un nimero que multiplicado por si
mismo tres veces da 23 (usando calculadora, pero sin tantear).

(Actividad 5C) Practicando aiin més potencias fraccionarias unitarias

1.

Verifica que la potencia % de 47.0459 es 1.9, usando la definicion y
multiplicando con la calculadora (sin usar exponentes ni raices).

(Actividad 5D) Analizando la préactica de potencias fraccionarias unitarias.

Instrucciones:

Utilizando el contenido repasando en las actividades anteriores contesta las

siguientes preguntas:

1.

- .1 , .
Cuando se menciona el concepto “potencia > de un numero real a positivo”,
¢a qué se esta haciendo referencia? Explica en palabras.

- 7 . . .1
Sin hacer computos, cuél debe ser méas grande, la potencia 3 de 510 la

potencia % de 51. Explica.

En sus propias palabras, sin usar simbolos matematicos, explique qué es una
-1 -
potencia - de un namero.

En sus propias palabras, sin usar simbolos matematicos, explique qué es una
-1 .
potencia - de un namero.

En cada uno de los siguientes problemas, completa la sucesion de forma tal
que la sucesion crezca siguiendo un patron de siempre multiplicar por el
mismo numero.

a. 4, , 64
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(Actividad 5E) Exponentes Fraccionarios Unitarios y No Unitarios

Ejemplo 1:

1
Exprese verbalmente 417.
Solucién: Es un namero que multiplicado por si mismo 7 veces da 41.

Ejemplo 2

1
Exprese verbalmente 23s.
Solucion:

1. Exprese verbalmente como en el ejemplo anterior:
1
a. Exprese verbalmente 53
1
b. Exprese verbalmente 83

1
c. Exprese verbalmente 2564

2. Use la definicién (verbal) de potencia % para explicar en palabras por qué

(729§)6 = 729,

3. Use el hecho que la potencia % de 27,181.9 es 4.3 para hallar 27,181.93/7. Use
su calculadora solamente para multiplicar.

Se quiere que se cumpla la regla de la potencia para exponentes (a™)™ = a™™.

a 1
Esto obliga a definir exponentes fraccionarios no unitarios como r» = r» ¢ =

a

()"

m
Definicién de r»



238

m \M
Se define r" :[r”J , parar > 0.

m 1
En palabras, r" es un ndmero (r» ) que multiplicado por si mismo n veces da r,
pero estd multiplicado por si mismo m veces.

3
4. Explique verbalmente (como en la oracion de arriba) el significado de 3s.

5. Explique verbalmente el significado de 50s.

6. Asuma que se cumple la regla de la potencia para exponentes (a™)™ = a™™.
Escriba cada expresion usando exponentes fraccionaros unitarios (fracciones
unitarias positivas).

1

a) (7) =
1

b) (5)2

7. Escriba cada expresion usando exponentes fraccionaros no unitarios en la
forma r% :
a) 2304
b) 230.41
C) 234-.17
(Actividad 5F) Analizando la préctica de exponentes fraccionarios unitarios
Yy No unitarios.

Instrucciones:

Utilizando el contenido practicado en la Actividad (5E) contesta la siguiente
pregunta:
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1. Despueés de haber definido el concepto exponente enteros, define en tus propias
palabras:

a. el concepto exponente fraccionario unitario.

b. el concepto exponente fraccionario no unitario.
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Apéndice X
Actividad de Practica 6 (AP6)

Nota al calce: La actividad de practica # 6 no se implemento en el estudio.
No se pudo completar la misma por motivos de la pandemia.

Practicando la extension de la definicion de funcion exponencial a los racionales

(Actividad 6A): Buscando patrones sobre como se puede estimar la poblacién
de conejos introducida en una isla, en tres diferentes estudios

Previo a la actividad contesta los primeros dos ejercicios dada una situacion en
contexto.

1. ¢Si conoces que una cantidad de conejos se multiplica por 9 cada 2 afios,
cdémo podrias hallar el factor multiplicativo por afio? Verifica tu respuesta.

2. Si conoces que una cantidad de conejos se multiplica por 12 cada 2 afios,
¢como podras hallar el factor multiplicativo por afio? Verifica tu respuesta.

Instrucciones: En esta actividad tendras que buscar patrones que representan una
funcién como maquina para completar diferentes listas. Necesitamos que nos
ayudes a completar las mismas encontrando términos y a descubrir las reglas que
estan ocultas en cada una de ellas. La actividad te desafiara continuamente.

Primera Ronda del Estudio Estimacion de la poblacion de
conejos por meses en una isla

Supongamos que se introducen 55 conejos en una isla y que la
poblacién se duplica de cada tres meses.

1. Utiliza los nimeros que se encuentran en la parte inferior en
la tabla de valores y encuentra un patron para completar los
términos que faltan en la parte superior.

Cantidad (conejos) 55
Tiempo (meses) 0 |[1]2]|3
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a. Explica por qué al transcurrir cinco meses habra 174 conejos en la isla.
b. ¢Cual es el factor multiplicativo de crecimiento de la poblacién de conejos
por cada afo en la isla?

c. ¢Cual es la cantidad de conejos en la isla cuando haya transcurrido un afio
y cinco meses?

Segunda Ronda del Estudio Estimacion de la poblacion de
conejos por meses en otra isla

Suponga que cierta clase de conejos fue introducida en una
pequefia isla hace 8 meses. La poblacion actual de conejos en
la isla se estima en 2,580 y se duplica cada cuatro meses.

Cantidad (conejos) 2,580
Tiempo (meses) 0(1(2|3(4|5|6|7]|8

a. ¢Cual fue el tamafio inicial de la poblacion de conejos?
b. ¢Cual es el factor multiplicativo mensual?

c. ¢Cudl seria la cantidad de conejos en la isla luego del primer mes de haber
introducido la cantidad inicial de conejos en la isla?

d. ¢Cudl seria la cantidad de conejos en la isla luego del segundo mes de haber
introducido la cantidad inicial de conejos en la isla?

e. Explica por qué cuando transcurran tres meses la poblacién de conejos en
la isla sera de 1,084.

f. ¢Cudl es el factor multiplicativo de crecimiento de la poblacion de conejos
por cada cuatro meses?, ¢Cudl es el factor multiplicativo de crecimiento de
la poblacion de conejos por cada afio en la isla?

g. Estime la poblacion a un afio después que los conejos fueron introducidos
en la isla.
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Tercera Ronda del Estudio

2. Suponga que un cohete espacial estd aumentando su
distancia de la Tierra en un 60% cada semana. Complete
las tablas.

a. ¢ A qué distancia esta el cohete espacial de la Tierra
en la semana dos? ¢En la semana tres? (Completa la
tabla semanal).

Tabla 1 distancia en Km | 150
Semanas 1 23

b. Explique por qué el factor multiplicativo semanal es de 1.6.

c. Verifique que todos los datos obtenidos en la tabla 1 los obtienes
utilizando el factor multiplicativo de 1.6.

d. ¢Cudl es el factor multiplicativo diario?
e. Utiliza el factor multiplicativo diario para completar la tabla 2.

Tabla 2 (Observa el cambio en unidades)

distancia en Km | 150
Dias 7 8(9/10|11 (12|13 |14

f. Verifique que los datos para la semana 2 y el dia 14 coinciden.

Halla el factor multiplicativo de cada cuatro dias. Usa el factor
multiplicativo de cada cuatro dias para completar la tabla 3.

Tabla3 [gistancia en Km

Dias 14 118 |22 |26 | 30

Instrucciones:

Utilizando los hallazgos en las rondas 1, 2y 3:
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Crea un problema donde tengas que utilizar un modelo exponencial con
exponentes racionales (fracciones) no enteros. Resuelve el problema.

¢Qué utilidad tiene en pensar en exponentes racionales en un modelo
exponencial?



